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(Sin gfättbliidc« ©tttbium m 9tohttmiffcnf(^aflni, namentUdl^ aba htt 
^l^p^lt i^, wit toolft aSormdit anttfanftt toixb, ol^tte mat^ematifil^e 

Sßorfcnntniffc ganj unmÖgli*, iiiib öon mancher ©eitc ^et l^ört man 
bed^aib a\\6) beu SJlangel berfelben bittet befiagen. nun aber bo(^ 
bie SRat^ematif fafi auf atteti ^^t^ereu ©(^utanftattcn ^eutfd^knbd einen 
I »efentli^en S^eil M ^cHon^ptaneB WUi, tann bet m|/lttni|md$ig 
geringe Erfolg be# matt^matif^ien Untetrlc^ted fantn in ettoad llnberem 
gefuc^t roetben, aU in ber un^roedmä^igen ^it, voit betfelbc ^dujig txf 
tb«iU »i(b. 

9)ev ^othaft ber mai^motif^en ^«€i))Utten witb n&mti^ )»ielfac^ 
oHju obflract gel^otten, »a« bie nat^t^eilige gotge ^at, ba§ et ni^t nur 

\ für bie IViatitvauncnfitaftcn ooflfommen unfruchtbar bleibt, fonbern hn§ 
et auc^ bei ben «^(^ülern eine metft fd^tocr uberwinbenbe Slbneigung 
^ gegen bae mat^emattfcbe ^tubtum ^etDotmfl. 

Sluffallenbet Seift iteffen biefe SotU)Atfe Dor^ugSmeife ben geonte« 
'• trifcbcii Uiuciri4't, mabicab ^Iritl^metiJ uub i^ll^dua fic^ uieijit eiue^ »ett 
. ' bcfferctt ©tfolged ju erfreuen ^abcn. 

£Die niat^ematif(^en i93otftnntniffe, beten man f&t ein gtbei^Uc^ed 
^htbinm bet ^f^^^t bebatf, finb, wenn ed fLÜ^ nl^t getabe um bie . 
((^iricrigften graben ^anbelt, iteber fe^r tunfangrci^) noc^ ft^jwer sugang* 
li^. (5d bebarf nur i)er^äUui§mftfi9 mcnigcr aber flar »erjtanbenet 
^äbe, welche bur(^ geuügeube Uebitng 9oüfommen geifügeft (l^igent^nm 
i ge»otben |lnb. S)abnt^ ifl nun bet Seg begeic^net, meli^et beim matl^e^ 
^ m«t!f(ben Untetricbte befolgt werben muß, wenn et fruc^tbringcnb ffit 
• ^öiffeitfd^aft unb ^cbcn iüerbcn fofl. (S6 tjanbclt fid) barum, bie für ben 
» ' logtfdjcn ^ufammeu^ang, füt boö 55».H^M)veitcn in ^ä^ere» mat^cmatifc^cn 
, 5 S)i0ct|>linen unb fiit bie i^taetifc^e Slnmenbnng unentbel^tlic^en Snb^« 
1 Mten viögUd^ß Hat unb betflAnbli^ eniwitfetn «nb bnt^ geeignete 
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53cifpiele gut einzuüben. 9Zirgenb0 wirft eine Ueberlabung an i'Ratcrtal 
unb ein Sßttlititn in ^peciatitdten mü^t^üU^ti beim mal^cwaitfc^n 
Vintaü^it. 

3n tiefem <Sinnc haht ic^ eö öcrfuc^t, bic mi^^ttgfleu fleomettif(|>en 
^lOctpitnen gu bearbeiten, uitb ^mt in brei ^l^eilen, näuUtc^: 

1. IDic (SUmeitte bec ef^enen ^eomcitie unb ©tcjreomettie; 

2. ^fe QXtntnU htt ebenen unb f|)9ftrif#en Sti^ono« 
mctrie; 

3. ^ie Elemente bet analy^ifc^en (^eomctcie tu bei (&htn< 
unb im {Räume; 

ml^t imt ein {ufammettge^eriged (Ban^t^ bitben, <»on benen ab«r boil 
au(^ jebcr etuulnc ^bctl für fl6 bc^cpien werben fann. 

iDie beiben erfteu X^eile etfc^einen gegemodrtig in ^weiter Slu^age. 
^e erfle Sluf[age bee ebenen Geometrie mar im Sn^re 1838^ bie et^e 
Slujlai^e ber ^rigonomeivie wot im '^ahtt 1839, freiließ in eimal ntan^ 
Qcl^aftet JJluöftattung, ju 2)armftabt crfc^ienen. $)ic bnrin befolgte 5LT^e^ 
t^obe ^at bei bem ^eometrifil^en ttnteteiit^te, meU^ef mk ait bei 
Siealfi^ule pi liefen bi« §tt meiner Berufung na(b S^ibnrg im Sni^te 
1844 übertragen »ot, ^ortrcfflid) betvcibrt, inbem c6 mir namentlich 
gelang, ben (Schülern ein lebl^cftcd ^\utciejye für ben ^egenßanb ab^uge^ 
»innen unb bie ecfrenUi|^flen gottfcl^titie |n erzielen. 

(8% ifl »eber ffir ein »eitere« ^ortfcbreiten in ber bd^ecai fOiaif^tf 
matif luub für praftifd)c l'lmiHMibinu-iCti iu]n\b tiuci" 2lü t^cnü^cnb, ba§ 
man bie geomctrifd^cn ^a^r^eitcn cmmal erfannt unb oerßanben f)at; 
fie mitffen bnt^ erl&uternbe IBeifpiele, bur<^ ipoffenbe ttebnngen gn einer 
kbenbigen $(nf<^ttnng erhoben werben, obue met^e eine freie QSermen« 
bung bcrfflbcn für bie ^m^t ber 3öi(ieuiii?a[t unb bc0 i^cbcud ööU* 
{ommen uumi^glicf) ift. 

SBd^renb in bem »orliegenben CBerfc^en bie SRaffe bed SlateriaU 
in bem oben angebenteten ®inne auf bad 9{otbwenbigfte befc^ranft 
»urbe, war iä) bemüht, bie »oröctragencn ^c^rcn auöfübrUd^ genug gu 
entiotcfeln, um au^ beim ^elbftunterri^^te gn einem »oECommen Haren 
Serßdnbttif führen §n fi^nnen, (»oranegefe^t, bat ber Sefer alle ISon^ 
jlrnctionö* unb JRccljnuiuTi'^bcifpicIe mit ^oigfalt luib (Scuauiijfcit au»5fübrt. 

gnr eine lebcnbige ^Infc^auuug finb ^onftrnctionöaufgaben nae^ 
befkimmten9)laaSen bur(|iattd unentbeldrli^, unb bedbalb ^abe tc^ fie ancb 
in bem ganzen IBerfiben Don Slnfang an burc&gefn^rt. 9lnr bnrc^ fol^e 
SCufgabcn wirb ee uiugUt^, bei einem ichcii ^a|je lauge genug uu 
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weiten, um t^n bem ©ebdc^tntg gehörig einju^jrdQen nnb feine öebeuhing 
ittd tt^it §tt fe#en. (S^erabe biefe (Son^uctiondaufdabeit finb 
au<(, iDct(|e Beim IXnimi^H bie cege ^«ftttal^me ht^ 9^ltt^ "^ou 
rufen uub bciu ^ct)rer eine ^ontrole bariiber bieten, n?ic weit ber ©((>ülct 
in bad 93erfitÄrtbni§ beö fragltc^en ©afeeö eiiu^ebruugen t^. 

8etm ©c^lttttfmi^te mäffett bicfe Slufgaben »enigflen# t^eUtveife 
na^ etnm ^tdfeven !Raa$f^aBe auf bet Xti^l audgefö^rt merben^ tooj' 
na^ bann bie übticjen bem ^au^IidHii jTdfe ilBerlnffen bleiben fdnnen. 

Uebei bie einzelnen Sl^eile bleiben nur no^ mni^t IBemetfuugen 
1« wa^cn übvig. 

C^tie 'in Qe^ie^itng auf Xcnbeng unb ÜHet^obe ctmod $ii ftnbcnt, 
^at bie ^wcite 9!iiflage ber (Stemente bet ©ecmetric namhafte 5^cr^ 
beffecungen uub eine mefentUc^^e i^cgdu^ung baburc^ erfahren, baf bie 
notl^toenbigflett Seigren bet ^ieteomettie, n>eI4^e in ber er^n Sittflage 
gnui fehlten, beit^efüßt nmeben^ 

©in bcfonbcter ^Unju^ \ft ber neuen ^luflage ber ©eometrie babur(^ 
gejic^ett, ba^ bte Stgucen ni^t aQein o^ue i^Beigleii^^ beffet nnb beutU^^er, 
fonbetn anif», toeit ^affixtHH^i flnb, «Id in ber etften Auflage, »ad i»ot<> 
gug^weife bn^er riil^rt, bag ein gro§et Zf^tü gum leichteren SSerftanbnig 
wefentti^e giguren, roel^jc in ber- erftcn ^tufl^^ge nur am ube£gti)§er 
^parfamleit weggeblieben mxm, nun il^re ©teile gefunben (faben. 

biefe mbeffette Sludflattung, bnt^ forgfditige UebetatBeitnng 
be« Ztxtt^ uub bur(b ^^eeignete 5(u§fiilTung uinncber Hdtn, wclcbe bei 
ber frül^ercu 2lu|lage lebiglic^ bem müubUc^eu Unterrichte öberlaffeu waren, 
]^o{fe i<^ bad »orliegenbe Seufchen an<h bem ©elbftnntenriilite gug&ngli<|| 
f0 wie bnrc^ ein »otl^ttHged ^aragrapl^ntegtflev nnb ein alpf^aUH^äiti 
3n^attöüerset^ntB jur leidjteteu Drientiruuö unb jum ^Jui^iia^la^en 
geeigneter gemalt iu ^aUn. 

Btt« $lu0fa^ning bet (Son^uctiondaufgaben ifl ein ^andpottent 
unb ein Sllaaff^ab nat^ig. Um eine befonbere Kufi^afung betfelben 
eutbebrlicf) ju maclHrt; finh ben »(Elementen ber ebenen ©eo-- 
metrie« ^^bbrücfe eined ^ranö^orteurd unb einer fDlaa^ftobdtafel ouf 
fl&tferem $a)>iet beigegeben worben. 

Slucb bie ®tnnb$Age bet 3!rigonomeiric erfc^eiuen, wie f^^on 
bemerft, in gweiter ^luflflqe, jwar sjerbeffert, aber o^ne mcfcnttit^e Sten^» 
btTunci- ^it trigononietrifchen gnncttonen t^aU icb aU ^initn, atö 
bie leiten techtwinfeliger ^teietfe befinirt« in welchen eine ®eite bet 
Längeneinheit gleich ift, weil biefe ^eftniüon einfacher nnb anfchaulicher 
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ift al3 bte anbere, nad) welcher jlc aU OwoHcnt jWficr ^icud-^icitcn 
bcgcidpuct werben, ^ie ^iuie ift ein geometriic^cr 53eönjf, bet Ouo* 
tient iß a ni^t; bcdl^atb gtoubie i4» bie crf^ert Definition an bie<8)>i^e 
ftUtn, bie lekiete aUx txft <tud bev IBeve4nitn0 ber gonneln te^ttvin' 
Miget SDreiede ableiten in niüiTeu. 

Um bem <B^\kUx mit \mi ^dianeric^fcitcn oiif einmal ent* 
^t^ni gn treten, ^obe i6> nud^ bie ^ercc^nung trigouDmetrifcber. Aufgaben 
im SInfang o^ne $Itt»enbttnd bei ^ogatit^men bunl^gefub^ nnb kffe 
bie Qenu^un^ ber i^oqaritbmen tt^ bann eintreten, menn bie Set^it i»on 
beu tri^iMiüuietnfciuu RuncHenen nii uiib für \\d) flar itiib geläufifj Qe* 
»orben ift. — SJliid bemfclben C^nntbe ^abe itj? aud^ cic gormcin, tt?eld3c 
{ttv Seve^nnng bet fe^tenben ^iüät ebenet unb f)>^dufi^e( ^Dreiede 
bienen, erfl Donftanbig an« ber rein geometrifi^en QetM^tnng entttitfelt 
nnb erft fpäter, ^anj getrcunt \jt>u biefer erften (Sntwirfeluug, fol^t bie 
Umwanblun^ ber gormeln, bur(^ ml^t biefelben füc (oga(it^mif<t^e diec^^ 
nnugen bequem gemacbt »etben. 

Seit ed im SCnfang immetbin einigt ^wierigfeiten ^at, na# ebenen 
Signren ft(^ gn einer ti^tigen 9(nf(^auung vtonli^et tBetb^Ttniffe 
ergeben, l)abe id? ber fpbärifc^en Jlrtj^ouemctrie bic 3f^t^ii"n(i ber 9]efce 
beigefügt/ aud tveld^en bie ben beiben «l^au^tpguren biefer ^bt^eilung 
enif|>re(bettbeii Idt))cilicbett SRobeUe Iciibt b^geßettt n^eiben fdnnen. ^it 
^ülfe biefer ÜRobeffc wirb wobt bud ißetfUinbniS ber entf|^re(benben 
^iUiuidcluiujcu feine '2d)Jineiu]teit met^r Ijaben. 

2)er britte Xi)c\i, bie aua l^tifc^e Geometrie, erfd)eint sum erften 
äRale. 3<b bei ^Bearbeitung beifelben bemubt, bttr<b audfubiliiberc 
Qefprecbung conctetee gftOe nnb bnttb (Sonflrnetiondbetfpiele nacb gege« 
benen 3^^^^cua>crt^en bie ^ier neu ouftretenben begriffe sugciiiglicber ju 
machen, geivo^ulid^ gefd^ie^t. ^>(b glanbe uameutlid? auf biefe 

Seife eine 93ru(fe gebaut gn bob«n, »elibe ben £efec übtx bie ^wiccig« 
leiten b^tiio^df ^b^^i bie flcb ibn^ ineifl beim ISintHtt in ba4 ©tubium ber 
^^mn geometrifiiben iDi^ci^Hnen entgegenftellen. n 

ITcr ann!9tifdH'n ©ecmetrie ift bie 3cttbmtna beö dlc^t^ beii^ei-icbcn, 
aud welci^cm mau bad tcrperltd^e (§(f ^erfteUeu !aun, meld^ed burcb bie 
|)ofltit>en ^tilt ber brei (Soorbinatenebenen gebilbet »irb. 

Sreiburg, im Uai 1859. 

3* fBlMtt* 
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Körpor, ü&ohen und Linien. 2Die ^eometne befc^äfitgt mit 1 
Un fflaum^xüitn. 9)ef 9tmm ifi ati unb für fl(|» ttnciibli#,*unb tta^ 
aUcit dHi^ngcn ^in aitftgebe^tti 

©in fetgrnnjter ffiaxm ^cift Äör^er. (Unter f^icb jn>ifc|>cn einem 
]iiatl^emati)(^en unb p^pfifc^eu ^dtper.) 

IDie j^dt^t |inb hux^ %l&ä^n, bie gia<$en but^» %initn, bic Linien 
bttf(^ fünfte Begt&tt)t 

3)itv(| Ocioegung eined ^nttfted entj^c^t t\nt ^inie, bitv4 QtiD€0ttit0 
bei ^ittie eine glÄÄc, bnrc^ Seiücfjint^-j bcr Jlad^e ein Atorpcr. * 

^tt $un!t ^at gar feine ^u^be^nung. ^te ^inie §at nur eine 
Kii4bel^tt«ti0, itAmlifl^ SAngc (ßinh bie mit iQleifHft auf $ai>iet ge^o^ 
denen tinieii miHIIi^e mAt^emAHf^e tinien?) S)ie 8(a(^e ^nt jwei Slnd^ 
be^nungen: ^änc^e unb breite, ^er Körper i^at brei ^udbe^nungen: 
^Änßc, breite unb J&ö^e. 

Senn {t^ ein fpnnft fletö nü^ betfetben d^ic^iung bementi fo U* 
fi^teibt et eine ^etabe Sinie. 

^ie gerate ^tuie ijt bie (uriefte ©ntfcvuuiii) ^juifttcu jiüct ilJunften. 

^nx6) imi fünfte ift bie Z&n^t unb bie [Rid^tung einer geraben 
iginie »oOfl&nbift befhmmt 

ffienn biedti^tung, na<^ »eitler fli( einipunft bewegt, eine fletige 
SIenbetung erf&brt, fo bef(^reibt er eine fruntme Sinie. <Sd giebt nn^ 
^ät^itge Birten oon frummen hinten. 

3n)iffben iwei fünften laffen M un^&il^ltg oicU {tumme Linien 
litten. ^ , 
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Sie matt bie i^itun itt gctabe anb htttitwe dttt^eilt, fo t^eilt matt 
bie gia^eit lit (leite nttS Uummt. Senn man itt einet glöc^e irgcnb 
jroet fünfte bcfitmmt ^at, fo fami man fie ftct« biirt^ cittc aerabe 
^uiU mbunbeu' benfeu. gädt nun btcfc i^etabe lilinte ftetd mit ber glücke 
lufammeit, »ie man au^ bie fünfte mahlen mag, fo ifl bie 8^<(e eine 
eBene, (fi bied ni<i^t ber gaO, fo tfi (ie eine txnmmt. 

2 Ebene Tigur^ (Sine buri^ getabe ober fvnmme Linien BegeAnile 
. ebene giöd^e beift eine ebene gigur. Die ebene Geometrie beflißt 

fid^ nur mit bei ^etraitaiiuj ebener gtqiiren. 

^ae bur(^ gcrabe «inUu bcgiäugte ebene giguren fann man mit 
bem gemeinfc^afilii^en ^amen IBieletfe begeii^nen. ^a^ bet Sengal^t 
bei: €!l?AniUniett nennt man fie S)uietfe, ^imät, gunfecfe u. f. w. 

Untet ben buic^ frumme Linien gebilbetcu ebenen >^i(^wvcn fann 
itt bei (Slemeutargeometiie nui' ber .Kvciö büta6)kt wetben. 2)er 



SDie tntmme ^egranjungdlinie ^ei§t ^eii^^ecie, ^leidlinte; 
iidmeilen wirb fie aui^ Hot ^^m Flamen, Sttti^ begeid^net Slu^ 
bem Sufammenl^ange ergiebt fid) Iei(bt, ob mit bem Sorte »Jheid« bie 
^eri^)^erie, obci bie ücn ber ^eri^^ctie begrdugte gUidsc 0«»'«»"^ fei. 

<$ine gerabe ^inie, toettbe gtoei $nntte ber ^ttipf^txit oerbinbet, n>ie 
bd, beift <Se^ne ober (Sl^orbe. <Sitte bnrit» ben fCRittel^nnet bed Jhreifcd 

ge^enbe ©ebne, mc ef, bei§t2){ametcr obci: 3)urc^meffcr. ^Der JDurc^* 
meffer ift bo|)|)eU fo lang, ale ein ^abiud. 

3 Längemnaasse. ©ine gerate ^inU meffcn, ^ei§t feigen, ii^ic ü]i eine 
^inte Don befannter ^än^t in i^r eut^aiten ift. ^icfe befannte tätigt 




i 



i^reid ift eine ebene gigttr, toeT^e 

bie @tflenf(3^aft bat, baf in bem» 

fcibcii einen '^^Jnnft o ([si^- ^) ?\^^^^^f 
melc^er gUic^ n^eit oon aUtn g^unfteu 
ber frummen S^egrdnsnngdUnie ent« 
fernt iff. S)iefer ^nntt l^ei^ StitteU 
l>unlt ober (Scntrum. 



3ebe »om Zentrum nad) ber 
9egrdn|ungdtinie ' gezogene ,®erabe, 
toie ao,-$eift^aIbmeffer ober Ba^ 
bin«. Snre Labien bepben ^reifed 

ffnb etnanber c\ki^. 
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nennt man bad 3)iaa§. @in ^^incflt, ein <Biah, ein «Stücf $aptci u. f. w,, 
auf mi^m man folc^ üRaa^e aufgetragen ^t, ^eigi 0)laa§(iab. 

^ie $in^eü bed !^ngenuiaa§ce ni^t in allen ^nbevn blefetbe. 
@d ifl aber i>4)n ber grdftcn SBic^tiQfcit, bjc Längeneinheit fo gu bcftini:* 
meit/ bag tüenn bad 3)laa§ au(^ gan^ unb gar verlöten gingC; man boc^ 
bie ^dngenein^eit gan^ genau auf biefelbe SBeife mieber auffinben (dnnte. 
: liefen M^oit^eil bev ^efHmmung ^at nw^ bad neuefe fran^öflfclfe Vlaap 
fpftem. 

3)ie (§iul?ett bicfeö aJloagfpftcmS ift gewiffermajen ber Umfang eined 
grditen ^leifej), mif^n man fi(6 butcl» bie beiben $oIe ber @Tbe auf 
il^rct Oberfläche gebogen betffen (ann. ^enft man ftc^ bie ^erip^etie 
bicfeo .«Rreifeö in 40 ÜKiflioncn t]lei(^e S^^eilc cteti^eiU, fo ift bie S^nge 
, eined folcj^enX^eile^ ein aJletet. Vio°'= 1 ^e«meter, Vioo"*=l<5ettti* 
tnetcr, Viooo" =^ 1 3»lfllmetet. 

^uf ber ber @dte 6 gegenftberfte^enbcn Jlafel flnb mehrere üWaaJft&bc 
^ufammengefteQt, unb poax ift ber oberfte ein üentimetermaa^ftab. ^ad 
; dtt^erfte Zentimeter linH iß no^ in 10 fDltaimeter get^eitt. 
; ^ie ^ufmaafe mehrerer Hnber flnb t>on bem frangöftf^^en !Dieter^ 
inaaBC vilnjckuct, fo ift 33. etii babift^cr obci |d3meijcrifd)cr gug ßUic^ 
3 SDecimetern. ^a nun ferner biefer gup in lO^oU, ber in 10 ^i« 
nien getl^eilt ift, fo ifU 

1 bab. ober («^»eig. guj = 0^ SKeter = 3 IDecimeter, 
1 . ». » 3011 = 0,03 . = 3 Zentimeter, 
I 1 » f . Linie = 0,003 » - = 3 aJüttimeter, • 
I wie ed fi(|^ au(^ and i^ergieic^ung bed oberften unb unteren SRaatfltabed 
ber -fDlaaftafcl cii3icbt. 
I 8et fämmtUd^cu älteren gupmaapcu ift ber gnj in 12 ßi^U, ber 3ofl 
I in 12 liHnien einget^eilt, unb bed^alb »erben pe bur4> ben fflarnn ber 
^uobecimalmaage i>on ben neueren iDecimalmaafen unterfc^ieben. 

3n ber folqeuteu ^Aibeflc ift bad @rcpemjcrf)ältni§ ber luic^Hgcren 
' unter ben älteren gußmaa^en gum üDlelermaa^ bid auf 5 ^ecimalfteHen 
! gatau angegeben. 

1 groB^erjoglid) ^effifcfeer guj — 0,25000 OJleter, 

1 fAd?flf£feer M . • . . = 0,28311) . 

1 braunffbmcigifcl^er %ui . . = 0,28536 » 

1 »drtembergifc^er gu§ . . = 0,28649 • 

, 1 bairiftl^er gu^ . . . . =r 0,29186 » 

% 

I 
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1 l^ntiAmf^r ^1 . . . = 0,89209 bietet, 

. 1 en^ili|rf)cr (vudlfdjci) ^i^H • ~ 0,30479 » 
1 r^eiuläub. ober pnui. gttS ^ 0,31385 » 
. i mxxtmmn %vii . .. .^0^1610 • 

1 parifcr' gug = 0,32484 . 

rcr iiicHbci.^ü^lid) lu-mfite, bcr WMrtcmlH'it]ti'ctc imb bcr bobifd^e 
gu§ ftub tu lO^oUc gcti^ciit, iual}ic)it) alle aiibcrcu ^uobrctmalmaa^c fuib. 

bicfenSliigabett bmcl^r bn€ff|ü(cr, loic ouläRiHtmcier 1 preiu 
Jifc^ier, 1 padfer u. f. m.iBot^ eirtl^äU, iiHb t^crglci^^e Mt S^efuUatf mit 

■ # 

6'7"3<" alied j^atifev a^aaf 7- wie btcl tia<| SRctcrmaaf, mit biet 

na(^ enf^Iifcbcm 3[)?aaf; u. f. n>.? 

72,3ö ^kter — mie biet Sug, ^ott uab ttuku nac^ {xeu^tc^em« 
fiUem fmits^Pfc^en u; f. to. S^aag? 



€l(0$e<e SdnAenmapge ftnb: 
1 3:oife . . . . 
1 gaben ..... 
1 pfcugifil^e SÜttil^ . 

1 öf]tcmic|>tf(^e Älflftct . 

1 hM\^( mm^t . : , ' 

1 ^ciiinetee .... 

^e wiil^Hgfltett ÜReUenmaaS 

1 Diiiiameter ...... 

1 beutfc^e ober 9€oßta|>l^i|4)e äJie 
1 tnfili^^ ^anbmeiU . . . 
1 . • ©eemeile. . . . 

1 tttff!fd)e SSerft 

l güec^ifc^ed ^tabium . . . 



■ 

— 6 etiglifcde gup, . 
=s: 12 ||>reit$tnt»e gut, 

= 6 öftencid)if(^c gu^, 
= 10 babift^e guf/ 
= 10 aJleter. 
jlnb: 

zr. lOOOO >mcter, ' 
U ^ -22812 par. gufc 
= 4957 . • 
5710 » . 
3285 . . 
= 571 . • 
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' tStftcd Kapitel. ' • 

f Sott bett äSStttteltt. 

f Deflnition und EintheUung dar Winket lDttf<^ einen $ttn{t 4 
r rennen unjä^Ug ^kU ^enibe Sinjeit ^e^ogen werben, n>el^c fammtU^ 

^ »erfcfcicbcuc JWic^tunöen ^abcn. 

1 ^VLxd) einen $unft fönucu feine ^wei geiabe Linien gebogen mx^ 
j ben, mel^e %Ui^ aüi^tung ^aben. 

Senn i»et geeabe l^inien ab mb ad (gig. 2) bunib einen nnb 
2. benfelbcn $unft a c^etjen, fo fann 

man bie eine üou beiben Linien, 
i ^ JB. ab, um ben gJuntt a in bet 

(Sbene beegigm fo weit gebre^t (ge« 
f(|^roenft) benfen, M fie mit ac jn* 
fammcnfdUt. ^Die @rö$e bev 3)rc.' 

^ ^ttttg nun, »el4>e ndi^ig ifl, um bic 

^ ^nie ab in bie ^ge ae jn beingen, 

nennt m<in ißtnfel. ^ bie'®r9§e bet ^ee^ung 90tt bee ^nge bee 
Linien ah uiib imabt)aii(jiß tft, fo Änbcrt anc^ bie €)r5§e bed 
Sinfeld nic^t, man mag bie ben Siufel bilbenben Linien ab nnb ac 
( ttoc^ fo fe$v oerlAngern obet oeetdigen. 

^e beiben ben Sinfef bifbenben Oeraben l^ei^en ^i^entel, bei; 
J beiben Scbenfcln qemeinfriniftlidje $nnft «Sd^cttcl bcd 2Ötn!el^. 5Jlan 
benennt einen Sinfel anfi»ücierlci2öeife. (Srfienö: mittelft bcv brei^ut^^ 
^ fittben, wetcbe bie Qtnb^nnfte ber beiben ^cbentel be^ei^nen, wobei aber - 
' immef httfönä^aU in bieStitte |tt feben ift, bee an bem^^eitel ^el^t;. 
j fo l^cijt j. 53. ber 'lötiifcl in cbtn\td)inta ^i^nv hac ober cah. Z'^Mti^ 
« tend: burcb einen einzigen Su(^fltaben, meieren man gwifcl^en bte 

ecbenfet bedSinleiO feftt; fo ifl berSintet in betSid»^ ^^"^^ 
( 8tt«^aben x be§ei4net. 

^ aWan fann fl^b bie «inie ab (gig. 3 a. f. (5.) in einer ebene fo 
? weit um ben ^mti a t^erumgcbref^t benfen, bid Pc »ieber in i^re 
I nrfpr&nglicbe &ige (ommi. ^at man fte nnr nm ben oierten ^^ei( ber 
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8 SBim äiSiiitan« 

ganien Umbiel^uito ^thxttft, fo fommi jir in bi^ ^a^c ae, ^tt^t man 
{i( »Ott betrage ac auft atontat« unt ritte Sicctciuntbfc^uttg, fo tommt 

• «ig. 8. «ig. 4. 




«ig. 6. «ift. 0. 




fie in bie ^age ad, b. ^. in bie ^ttlan^ttun^ Ut tttfprfinglicl^en ^age 
a6. Sinfel »te nnb caef^ beren ieber ein Viertel ber gftnsen Uttti« 

trc^uuö betragt, beigen rechte 2Öiufe(. 

2iiU uc^te Stufet finb eiiiauber gUi(|^. 

(Sitte getabe^inie, mii^t auf einer anberen lec^ttoinfelig ^e^t, l^ei^ 
ein ^cr^cttbifel. 

• 5)aö ciufa(^fte ?0?ittel, bcffcu man fK^ bebienen fann, um rccbte 
^iulel {eict^uen ober auf einec. gegebenen geiaben ^iute ein ^ecpfu^ 
bifet ju mi^fitn, ift bei fogenannte tt^U Sintel, b. 1^. ein getDdl^n^ 

i>ott J&ülj aufgeführte« rei^tioinfeltged $)reie(f, »ie beten in gig. 4 
uub in gig. 5 baigcftelU finb. üJZetallcuc (mcift cifenuj rechte äßiufel I 
)>on bei gom S^d* ^ werben ^infel^afen genantii 

(Sin (eber Sinfel, »ek^er Heiner ifi ale ein regier, l^i|t ein f|>iter; 
ein Sinfel, welcher größer ift aU ein rec^^ter, ^ei^t ein fluni pf er Sinfel. ' 

I 
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Neben- und Scheitelwinkel, ^^cclauöcit mau tcu einen Scbcufcl, 5 
dtoa Uit e<|Knfel 06, cintd ^inteU « CSi0-7) über beu ^(t)ettel ^iu^ 
dud, fp entfielt ein jweiter fflrafel IDiefe beiWn «JinJel ^^olen einen 
e^cnfcl ^<t/ gemciuf*afttt(^, bic beibcu anbeten ^d^cüUl ab nnb ac 
aber bilbcn eine gcrabc "i^intc. ©in foli^^eö 3öiu(clpaar fu^rt ben 9lnnicn 
^eienioinfeL Slebenwinfel bttta^tn gufamnten eine ^tbe Umbee^uud 
obee mit anbeten SotUn: SRebenwInfel fifib infammengenommen 
i]ici(^ groet 9Recl)tcn. 3ft einer ber beiben ÜJebcnwinfd ein fpifeer, fo 
mui bet anbete ein fiunq>fet {ein unb nmgele^rt 




SBetiangett^ man bie beiden <^c^enfel /ined SinteU ^ (Sig. 8) übet 
ben ®c^Üel i^nand^ fo entflel^en nocft btei ^infel if, z unb ^, aQe 

i>iet SBiutd, ive(c(>c uui S:cu CDnidifitiuttopunft ber bcibcn ©etaben . 
berumlicgcn, betragen gnfammcngenümmcn vier Oiedjte. 3^ jwei biefet 
^KvXti, mel^e nut ben <B4^eitel gemeinfct^aftltcb. I^aben, mie z nnb x, y 
mhf, i^eigenSi^eitelwinfel. @4^eite(mintel finb einanbet %Ui<b, 
bcnn 

y + ^ = + ^, 

mii\ü\i fülßt; baf 

<^benfQ iä|t ^ geigen, bap y = « tfi. 

Winkelmessimg. (Sinen 5Binfcl meffen, b(i\;i il u um aiicm 6 
©iitfct \>on befauHtet C^iötlc oevijleic^cn. uui^cionbcrlid^e SiufeU 
eiu^eit fann man antjmedmältgften ben teerten Fintel betrachten, benmairt 
m Iei<^teten ^er^leic^ung in 90 gleiche .^^eije gctl^eilt ^^at, meiere 
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ben D^inmcn @rabc fül^ren. 5)ic @tö§c ber ^^rcf^unq, meiere not^ig tfJ, 
um einen SBtnfel oon einem @rab (P) gu erzeugen, wirb alfo OOmol 
»ieber^olt einen rechten ^infel bilben. @tn ©rab tfl V90 bef ^ierteD 
wmbre^nng, Viso ber falben Umbre^ung unb Vseo ber ganjcit Umbre? 
bung. 3cbcr ®rob ift in 00 ÜJlinuten O, jcbc ÜJlinnte in GOSccun- 
ben getbeilt. 

@in 3)tfH:nment, wel(^ed bajn bient, SBinfel, meiere auf bad $a|^iec 
gegeic^nct ftnb, gu meffen, ober genannte Sinfet auf bad Rapier aufju^^ 
tragen, ^ei§t Transporteur. 

Der Jlrandporteur ijt gcwö^nlic^ ein ^MUtii, beffeu Umfang 
in 180 gleiche, ben einzelnen ©raben entfprec^enbc X^eile gctl^eilt ifl, »ie 

«ig. 9. 




gig. 9 jcigt. ^n bem $)urc^mcffer, weither ben J^atbfreiä einerfcitS be.- 
gränjt, ift ber üJlittelpunft bed Äreiöbogend marfirt. 

Um einen Sßöinfel ju meffen, legt man ben Durt^mejfer bed %xa\\i' 

porteur^^albfrcifed fo 
an ben einen (gc^^enfel 
bc« Einfeld, ba§ ber 
TOttelpunftbed^Trand^ 
porteurö auf ben <B^tb 
tel bed SBinfeld iu 
liegen fommt, miegig. 
10 unb gig. 11 er^ 
läutern, unb liefl alS^ 
bann am gct^eiltcit 
8ogen bed JlranSpor^ 
tenrö ab, wobei man aber von bem ©d^enfcl an, an weld^em ber $)ur^* 
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mcffcr beö 31ranSportcurd angelegt ifl, geflcn bcn artbcrn f)in jd^lt; fo 
mi§t bcr Söinfd 6ca (gig. 10) 63o, bcr Söinfcl ^Z/^r (gtö.ll) ini§t ba* 
ßcflen 1170 

^^3- g^ciTcn bet 

©iiifcl ift öe^örig ein? 
^uuben, e^e mau meiter 

3ft einmal bad 
ffiiufcimcffeu gcl^örig 
eingeübt, fü bebatf bad 
^inftragen )>ün Wuu 
fein fcinei: meitereu 
(Srflarung. 

• 3wv Hebung tragjc 
man ©infel »ou 23», 57o, 73o, 87«, 112» 163« u. f. m. auf. 

©tatt ber gewö^nlic^ in äJlefflng ober J^oxn ausgeführten JTrandpor^ 
teure fann man anö) einen auf Rapier gebrudtcn annjenben, wenn ber* 
fclbe lang^5 ber gerablinigcn wie ber ^albfreidförmigen ©rauje gehörig 
QUögefd^nittcn i|l; c6 p«b beö^alb biefem mä)Uin mehrere 2lbbrucfc 
biefed ^Transporteurs auf ftärferem *papter beigegeben. 

Parallellinien. 3P bie ?age einer Sinie ab (gtg. 12) gegeben, fo 7 
wirb bie JKic^tung einer aubcren Sinic cd burt^ bie oier SBinfel u, v, x 

unb« benimmt, melt^e bie SiniectZmit 
a^mac^t. $)iefe t)ier3Binfel (Inbaber 
fcimmtlid^ fc^on baburc^ beftimmt, 
ba§ einer berfelben gegeben ift. — 
(Sine anberc ?inie ef bilbet mit a6 • 
bie öier 2Binfel Zf y, r nnb t, $)et 
SSÖinfet y entf)?ri(ht feiner Sage nac^ 
bemSßinfel x\ ebenfo jlnb z unb m, 
t unb 8, r unb v cntf^>red)enbe 2Bin^ 
fei — 3f^ nun einer ber \>kx ffiinfet 
z, y, r unb /, j. 53. ber SÖinfel y, 
feinem entfprec^enben $QinfeI x gteic^, 
fo finb aud^ bie übrigen entfpre(^enben Sßtnfel gleich, b. \}. menn y=3^, 
fo ijt notf)tt)enbig auc^ z = u (bcnn wenn bie SÖinfel x unb y gleic^^ 
h^, fo müjfen eö aud? i^re Üiebenwinfel fein), r = v unb t = «. 




12 3}on m\ ^biniklu. 

SÖcmi aber bieälUiifil, ivclc^c ff mit >fh BUbct, bcri burcb bic Linien 
ab ttitb cd gcbilbetctt eiUf|>tci^enbett Stiifdit %iti^ finb, fo iü bic 
Inng brr i^iidett hd unb ^/ auf d^^^*^^ Seife Beflimmt, ober mit 

aubcrcu ©urtcii: bic Vinicu unb babcii ^lcict)c ^KidJtung. 
^ul4^e hinten aber, weld^c gleiche 92icbtuug ^abeiii feigen %araUe(> 
U nie II. 

& ift bemndd^ Ui<b\, $(iT<iaeUiiiieif mit ^ülfe bed 3:vand^octeui5 
jicbcn; wo« bnt nur Linien conftruircu, wcldic bcnfclbcii 'ÜHufcl 
mit einer gegebeucu ^ink niaä)cn, fo loerben fie fämmtlic^ unter eiiiaubei 
pataUii feilt bequemer ift t^, pataMt Linien mit <&äife eiiied Klinten 

SBinfeU (b. ^. einee red^ttoinfelu 
qen 5)reiec!d öon. 4>otj ober 3)Jc' 
* iaU) liefen, benn loenn mau 
ein foli|>e0 (Sig. 13) an einem 
%lmak bin unb ber f(^iebt, fo 
finb (lüc ^agen, wel(^c eine unb 
biefelbe ftante anitel^meit fan«, 
iittlet einanbee paeaflet. 

Ta Durdj einen ^4^unft feine 
jivei \iinien ^eljcn fÖnneu, iuelct)« 
gleiche 9{i(^tunQ l^aben <§. 4), fo 
fdittten^ofalleUiiiien feinen ^unfi 
mit einauber (gemein babcn, ober 
mü aubexeu^vorten: parallele Linien können fi^ nie f(^ueibeu, mau 
ma0 fie no4 fo fel^r oeridn^etii. 

Uli* bet iBUid)f)tit bcr enii>red)cnbcn 2Binfel, roelcbe jmei paraOele 
Vinicn mit einer britteu auberö gerichteten bilben, ergeben |lc^ folgeube 
n)ici)tige ^öegie^uttgen. 

5)ie beiben Sinfel « iinb z, gig. 12, welche innerhalb ber Wben 
^aralleUinien auf bciidbcu 3cüc ber Vinie <ih Itec^en, beiden innere 
<S^egei|tt)infel, unb finb gufammeugenommeu gieict) ^luci Oied^ten, beun 
« + ^ = 2 m. (i. 5), aifo att# z + a = 2 ba ja = y. 
^ie SEDinfef « unb r finb ebenfalls innere ^egeniviitYet unb finb*alfo 
ebcnfiillö ;ufammcnöeuonimcn glcid) ^icei JKec^ten: 

^ie beiben ^infel nnb meldte, innerhalb bet beiben paraftelen 
Linien unb aitf oevf^iebenen ^iten oon ab liegen, Reifen innere 
SBe(bfetn>infet ©benfo ift s ein innerer Scc^fclwinfcl omi ^u^ 
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ticte l£8e4^felwititel fittb cinaitbet ^Ui^, benn « = b(i aUt 
r = y (i. 5), fo mut aii4 4? r firin. (Sbenfp I&ft fi4 seiden» baf 

2)ic beibcu äüiutel w iinb / fiul? äu§erc 2Öe(^fcIn>inff l; ebeufo 
V nnb 2^. ^| duftete Sc^^fdioinfel einanbev giet4^ (inb,,iäit {id^ ^erabe 
cbeitfo bemeifen, mit bie <91el(l^^eU bee inneten Se^lfelwiitfel bewiefen 
»urbe. 

Der Winkel zweier Linien, welche mit den Schenkeln eines S 
Wüikelfl parallel oder au denselben reohtwinkelig geao|Een sind. 
(Sitte %ol<^t aud 7 Ifl ait<b , b(t$ ber Sinfel y 14) beut mntti ' 

.r c[izid' [cui mu§, wciiu jcbci ^c^cnfel beö Stnfcl« y einem ^cbeufcl 
tt<i ^iufeU o; paraUd ift. ^en ^Beweid mag bet B^üitx \tib\t auffinbeit. 

14. 9id- 15. 



a 




^vricbtet man im 2cl>eitel be# SÖBinfctä (%(\. 15) ouf jebem 
(gd^cnfd biefcä Sinfclö ein ^-perpcubifel, |ü ift bcr ©infel !/, wclcbcu 
bie betben $etj>eiibifel uttt eitionber ntaifieii, oleid» betn ^infel ^. 

OS + t = l fk. 

y + t = l 

(^ic muf; bei ^^ewcid gefüi^rt merben, wenn ber gegebene ^iufel 
« eiti fhim|)fet ift 2) 

^drottd folgt tiittt dtfgemein, hig ^mei l^nien fg uttb hi (^ig. 16 
0. f. ^.), öoii bcncu jebe auf bem einen 3d>enfel bee ißinfcliS rcd;^^ 
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leinfelig fle^i, nirttf einem Sinfel ^ f^iteibeti; mUbn hm ®lnftl 

gi^. 10. .'P glcid) if't, merin fie n«d^ u:d)t 

^ ^ hnxä) ben @d)cttcl bcö Sinfelö 

Heften; benn |ie^ man btic4> beti 
. Gd^iict bc« fE^inUli m gmei ti« 
* ntcn pflrnßel mit /// imb hi, fo 
werben biefe einen Fintel z mit 
eittattbcf moi^ti, bct bcm Sinfel 
y ^Iel(| ift S)a aBet nuti, »ie 
eben bemiefen mufbe, biefec SBßin^ 
fei z =z ift, fo ifl aiicb 




X— ^^rvr 



Die Winkel des Dreiecks. <Sin ^reieif ifl eine t>on brei ge$ 
taben hinten begiftnite ebene giguT. ^ 

<5in ^ett ^at brei M^nnfte nnb brei Sßtnfet 

^ie brei Sinfel eine« ^reiectd finb s^fammen gUic^ 
gmei 8fcdjtcn. 

Senjeiä. SWan jie^e mit ir^enb einer ber biel ©eiten beö $)rci^ 
eiSe butiib bie i^t ge^enilbetUegenbe @pite eine i^inie )>ai:attel. !S)abnr<l^ 
entfiei^en jmei nene SBinfel « nnb ^ (^ig. 17). 9lnn aber if^, mie (eii^ 
ben^iefen »etben fann, ä -j- ^ / = 2 SR., folglich mu§ auc^ + ^ 
+ = 2 ge. fein, »eil y = .<? unb z = / (nl^ Set^^felroinfel). 

®inb bemnnd» in einem ^tetede ^mei Fintel befonnt, fo finbet 
man ben glitten, menn man ibte ^umme 9on 2 Stedten, alfo »pn 180<» 
ab^iel^t. 
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9m9 bcm c6eii ^lekfcneii @ate folgt ait^, ba( mm 9^ in rinem 
^rcied dit re^ter ober ein ^m^^fer S^infel befinbet, bie beiben anberen 
not^koenbig fpibe fein muffen. 

SRan nennt ein £)teied fi^itninteUfi, »enn afie bieiSinfet fpiti 
finb, «e<|tn>infeli0, »eim einen «eckten; nnb {inrnpfminfeUg, 
wenn cd etueu ftwmpfcu 2ßiukl hat 

17- 9i6- ts. 




^ S^evMngett man irgenb eine Seite eined ^>nitd9, fo entfielet ein 

Unpenmtnfei t (gig. 18), ml^tx fo grog ift, »ie bie beiben inneceu 
i^m gegenüber^e^enben Sinfel ^ nnb y ^ufammengenommen. 
9e»<i«: 

alfo X'^y-\-z = t'^z, 

»or^ud folgt, bog « j = 

Construetion des Dreieoks nach drei gegebenen Bestimmungs- |Q 
stücken, dtn ^Dreiccf ift beflimmt, fobalb bic Üiagc bcr brei.(§;(i|>unfie 
bc^mmt ifu 3ft bie ^age bec (itf|»nntte ni«4t nnmittelbar gegeben, fo 
f(inn fie mitietbaT bnr# bie einzelnen 9efHntninng9flä<fe M ^tM$, 
fe. h. bur# feine Seiten unb Sßinfel gegeben fein, pnb l)icx fünf 
idfle itt nntetfcbetben, welche if^xti großen Siibtigteit toegen andfubrücb 
behaibtet »erben follen. 

I. (&\n ^reied ift befiiinmt, wenn fbine brei ®ctten ge^ 
> geben fiub. 

I iDurctr eine <&eite r« (gig. 19 a. f. flnb fcbon gwei <Sft|>nnfte 
beft ^eied9 gegeben* 3ft an^er biefer Seite> au^ no^ bie %Ange ber 
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^eiie gegeben, m^t ist r mit ^ufamtitcntrifft, fo ift tfaHt^ 
bingttttg aii^ef^t*4eni ba$ bcc btitte <Sc(|^itiih t um Ht ÜK&nge Mefct 
^weiten (^ci^cbenett 9itt(e ooti beut !Punft^ r entfernt fdti mttt, bcif et 

aljü auf cht cm v'iiifc Ite(^en mttf, bcffi^n 3)?ittclpunft r, «wb beffett JRn* 
bhtd gleid) bicfci giueiten gegebenen ^inic ift. ^ur(^ biefe beibeu^ctHii 
iÜ aber offenbar bad ^reied nixb nt(|t befHmtnt, »eil man fa ben brittf n 
t$(f|»unft noä^ wiUtAxlid^ auf bem um r ^egogenen Jheife »&l^!en tann. 

i^bti ucd? bic ^Änge ber britteu Seite gegeben, fo ift bdbnrcb no^ 
bic Öcbingnng nuiägcfprod^en, ba§ bcv ^^hinft / anc^ auf einem Äteifc 
Hegen fott, be|fen ä^ittelpunft 8, unb beffen 9iabtu« gleich biefer britten 
Seite ift. S>er gefui^tr britte $un!t muf alfo auf bem ^ut4if4ttitt«« 
|)unfte i ber beiben Greife liegen. 

8i0. 19, 20. 




3)a fl(^ bie Äreife füwo^( ilber M unter fc^neiben, fo lägt fl(^ 

ba5 i^erlan^te Xrciccf foivobl über nnter r.<f conftruiren. 3"^ 
teren iOcientirutig wollen lutc annehmen, bap bei ben folgenben Aufgaben 
ftetd eine Seite, bie mir a nennen moUen, magerest liege, ^it ^eite 
littfd foO bann fletd b, bie recbtd ftetd e genannt merben, mit man 
gig. 20 fic^ 3)ic brei SBiufcl bcv Tvcicdc fiUcii im ^siUjcuI^cn ftetd . 
mit benjenigen großen ^öuc^fUiben be^cicbnet werben, ivcicbe mit ben 
, Heineu ^u^ftabeu ber gegenuberiiegettben Seite gleichnamig ftnb; ber 
obere Smeet foQ alfo mit A, ber Sinfel linU mit C, ber Sinfel red^td 
mit B bejeicbnet werben. 

9ia(h biefen (Srlauterungeu werben bie folgenbcn ^(nfgaben )>erfläub- 
lict^ fein. 

Se<fed ^reietfe {u eonftruiren, für meti^e 
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^B^tiä^ Qoümaa^ man bei beit bxti erjieit Slufgabeit atimcnben n>iO| 
ift ()Iet<^guUtQ. 9ei bett btti Uifitn $(ttf9aben ifl bie gegebene teilen' 

läu^e in C^enttmetern attSqcbnt(ft. 

^enu t)iefe ^teiecfc couftiuirt fliib, mc||e mau alle Fintel. Selche 
bicfoc SDteiede ^nb fpil^toittfeUge, ti)c(<^e vecbtwinfeligc, welche 
^umpfwinteUge? 

®enn «de bret Seiten etne§ $)retccfd cinaubcr glclcb flub, fo bctSt 
cd ^leic^fcitig, flnb mi ^wei (Reiten eiuaubec gleich, gUi^fcbenfelig, 
iii (eine^Ue be? anbeten %Ui^f nngUic^feittg. ®el(|^e ber confttute^ 
teil fec^ß ^ttMt Pnb gtei^^feitlg, rni^t ^leidbfc^cufcUö? 

0la^ bem ^iOlutiter bicfec Unntn mö) me^c ^eifpieU ^in^u^cfügt 
w€(ben.) 

bttr(( bie btei leiten ein ^veied i»oQflAnbi9 befliinmi i^, fo 
fomi man auö brcl gegebenen ©eiten nnd) ntc^t jwei i)erf(^icbene ^xtu 
idt cünftaiircn. ^onftruirt mau mit Ocufelbcu Oiei leiten ^mei ^ceiecfe, 
fo rnüffen beibe einanbec gleicb fein. Stam man na^toeifen, ba$ jebe 
«Seite eine« ^eiedd gtei^ ifl bet entf^te^enben (Seite eine« anbeten, fo 
fann man bemnnc^ baran« fdilicueii , ba§ bie ganzen SDieiede, mitl^in 
üu(^ bie entiprec^euben äBiufel gleich fein muffen. 

@inb g»ei bet int <lonfltnetion eined ^xtMi gegebenen Seiten 
iufammengenommen tleinet M bie britte, fo ifl bie 9(tt|ldfttng unmSgli^. 

m fct 5. 53. a = 3", b l", c = V 5"'; a = V, b = 2'', c = S". 

einem ^rctccf finb alfo ^luci leiten iu)ammeugenommen 
fttU gtöget aU bie btitte. 

IL (Sin ^teietf if> benimmt, wenn ^wei Seiten nnb bet 

' ciuijcfd^tüffeue SEÖiuf el (gegeben ftub. 

®die j. 'Id, iDtebec nur bic Seite a gegeben, fo mdrcn babut(b nut 
iwei {&dpmttt r nnb s be« iDteied« beftimmt, nnb bet btitte no<^ ooO^ 
fpmmen toiafüctic^. ^iefe IßiHfAt toitb ft^on babntc^ befc^ranft, baf 
man bcn 2öintd ( bcftimmt, beu bie ^eite 0 mit ber Seite a matten 

'JDiülUc, ebene dkcmmit uiio ^Kui'uictru. , 2 
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toll (Aig 21). (^Dicfcr mintti ift C genffiint, mü tx ®eite e 
genöbertiegt. (Sknfo foSeit mit .4 intb B Ht beit leiten a itnb 

fS^ 31. ^ ()cgcnüber{k^enbe« SinfeC be$et(6<r 

uct luerbcnO ^abitr6 iiamlidj, C^ay 
bcr !!lüiuf€l 6' gegeben i\t, iß bie 
(Ki^tung ber %inie rto gegeben, auf 
meieret ber brthe Mpunft t liegen 
mu§; buid) ^ic öeftimnnin^^ ber 
^äuge ber ^ette b ivirD nun c ablief 
au(^ tto(t^ bei Ott bed biitten $un^ 
teft ^ <ntf bev ^ttie rw unb fotnit 
a s gange ^Dreierf beftimmt. 

3vt Uebung coitftruue mau folgeube fcd;>^ Xietc({(: 
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^et bcn brci lebten Aufgaben fmb bie fangen in Ü)hUimetecn aud« - 
gebsiidt. 

Sie groS {Inb in {ebent biefer 3)reietfe bU ni(|t gegebenen SBinfel, 

unb bic mcbt ijct^ebcuc ®cite? 

SBenu man and benfclbeu ^luei Seiten, welche beufelben SSinfel 
eittf4^ie§eni |n>ei ^ceiede conftntitt, fo mitffen biefelben not^menbig s>ofl> 
flAttbig einanber gteii^ feini meil j[a $n>ei ^iien unb ber eingef<(Ioffene 
IBinlel ein IDreietf i^ollfottinten befitmmen, unb bie beiben ^reiede olfo 
anf (\UidH Söeife beftimmt ftnb. SD^an fann bemnac^ auc^ bebauptcn, 
ba§ i\vci ^reiede gleich fein mü|Jen^ mtnn man nacbmetfen fann^ baß 
§iuei Letten bed einen glei<|^ ftnb ben entfprec|»enben Seiten 
bed anbeten^ unb ba( ber Don beiben leinten ei ngef<^( offene 
SJiiufct im einen X^reicd fo i^vob ift wie im anbeten. 

ITT. SBeuu jur ^onftruction eined ^Treicda jjvei (Reiten uub ein 
SlBinfel gegeben tft^ welcher ber einen Don beiben «Seiten gegenüber liegt, 
fo t{i bad ^reied nur in einem galle ooOfommen beftimmt, oie bied 
aud ber fetgenben Betrachtung Hat »erben wirb. 
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@d f€t doitf^Tuctton etnc^ Xretedd gegeben a, b tttib cibtt 
a. bie Seite a (gig. 22) fittb ^mi i&äipwMt r iiitb $ bed 

.gig. 22. IDreferfä qc^^cben. ^utii^ ben 

SBiiifil ^ tf* bte «Hicbtimg 
beK ^ütie «t« befttnimt, auf 
mii^tt bet btitie^untt Ue^ 
gen iuu|^ unb bur(( biegen 
^cbene Sange Der Seite 6 
ift cnblic^ bie ^ebingung 
audgefpioc^cu, bag ber bntte 
(Säpmti X auf einem Greife 
tiefen foH, bcffeii ^itith 
piinft r, unb beffon 9iabiuä 
bei gccjebeucu tawo^c b gleicb ift. iDer gefuc^tc ^ßunft x muj alfo ber 
IDttrc^ff^nittöjpuutt bet getaben i^inie unb bed um r beft^riebenen 
ftceifed fein. Sn unfecm gatte jlnb %m\ Seiten unb bet SBinfel ö«9cben, 
iücUta bei- i]röf;crcn i)on bcibcu 3eitcu i^t;^]enübeilu'i]t. "\u biefem ^atlc 
iji ba5 2^vciec{ burd? bie gegebenen ^tücfe voUftäubig bcfttiumt. &ejc 
man bei unoetdnbertei (ü^röge ]>on a unb ^ bie Seite b abnehmen ^ fo 
würbe ber brüte dttpunft ndt^er ju « ^ernnterrücten. IBerffcinert man 6 
füweit, bft§ e(^ gleicb a rotrb, fo wirb baö S^reicc! ein gleiitfdjeufeltgcd; 
ber um r bcfcbnebene ^lü^ gc^t alöbaun auc^ burcj) ben ^unft s. SBirb 
aber b fieiner aU fo fd^neibet ber um r befcf^riebene ^reid bie ^tntc 
«tt in }wei fünften /uilb ^ (gig. 23), oon benen man leben M britteiT 
$unft bed ^reietfd wd^Un fann; man Cann bemnacb aud benfelben 



^g. 23. 



Sig. ^1. 





Stiicfen a, B unb ^ ^loei »erfcbiebene ^reiecte srt unb «r^' conftruiren^ 
»enu 6 <C <^ 

dubticfe fann man h no(^ fo Kein »erben tajf^u, ba§ ber um r 

bcfd^riebcue ^rei*5 bie Seite su gar uid)t fd^ucibct. ^^ii bicfcm ö^^^^^ if^^ 
ed gar uic^t mdgUc^, aud ben gegebenen Stücfeu ein ^Dreiect con« 

2* 
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Hat mcrbeii. 

1. ®e(|e((n: ^teit u.nh bcr ber (dugeteti 99n bdbeti gc^eip 
uberftel^enbc ©infel. (9lut eine ?luflöf uucj me^lidi.) 
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@inb alfo gut (Eoitfhuction eincd ^reiedd $mci leiten itttb bn bei 
täuoeren t»i)it beiben gegenilbevfiel^ettbe SBiitfel gegeben, fo ifl bie 
löfmtfi jebetjeit möglich «ub bad $)rcie(! burcb btefc ©tucfe DoQfoinmeii 
beiammt. 5)araud folgt abtx, ba§ ^wci 2)reicctc cinanber gicicb fei« 
mfipn, oenit man naf^mifen fann, baf iwti «SeitcVi bed einen un^ 
ber SBinfelr »elff^et bet Unseren i»on beiben gegenftbetfleH 
ben entfpre(^cnbeu Etüden beö anbercn gletd^ finb. 

©iub jur (Sünfitwction einciJ 5)rctec!«3 jnjci (Seiten nuD ber ber für- 
^eren oon beiben gegeniiberflel^enbe Sinfel gegeben, fo ifl ent»eber gor 
feine, ober ed {inb ^loei Stnfißfungen mdg({4^. (S8 folgt bataud, baf 
jttjei $)teiede mft^ieben fein fenncn, wenn man and) nac^wcife« tonu,: 
ba§ jttjei (Seiten beö einen, unb ber ber fnrgeren gegciiüberftclicntc 
lel ben entf|>(e4^enben binden bed anbeten gleit^ Pnb. ^te ^rciccfe sri 
nnb sr^ (gig. 24) 93. flnb offenbar atnglei^ obgleich bie ^titde a, 
b nnb B in beiben gleich fmb. 

Um bie ©leic^^eit jweier 2)reie(fe jn bcweifcn, rei(^t eö bemiu^^^' 
nicbt bin naibiuiwcifeu, bag (ie gwei leiten unb ben ber einen )>on i^^^ 
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beu i]c.-icnribcrHi\^ciitcn $öinffl rtleicü ^abeu, mnn man nic^t au^^ je igen 
faiiii, ta^ Hefa ^infcl ber größeren ^titt gcgeitübetUegL 

IV. IDiird^ eilte ®etU unb bie Reiben an biefei @c!te 
anliegetiben Stnfel ifit (Siti ^rcied isoUfonimeit befMmmt. 

gig. 2d. T>«r6 ctnc ecitc a fuib jmci ■ 

,u ©(fpunftc r unb « (gii^ 25) bc3 

/ SDteiedd; bur* ben Sinftl C Ifr bie 

ailtc^iuit0 ber ^inie r«, bufc^ beti 
/ ^iL^iufcf B i\t bic 9iic^tung ber ^iuic 

/ . X. .^t? bcftimmt, auf beucu bet britte 

X >v (&cf)»iuift liegen mu§; er faun alfo 

/ cN /B wttf ft**f ^Bttr^^Wnitt ber beibtn 

T f___ 1 ^ g 

^tiüeit unb ru liegen. 

iBeifpicle. 
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SDa ein !l)rcicc! buidi eine ©eitc unb bie bciben anUeflcuben ©infel 
9ott(oitimen befitiiumt if^, fo mu^ <iu(^ ein ^reied, in welcf^em eine 
@eite unb bie betben anliegenben lEBinfel gerabe fo i^xa$ finb 
tote bie entfprcc^cubi u s^tudc eiued anbeten, biefem gau^ 
gleich fein. 

V. (Sin £Dreic(f ifl bur«^ eine ^eite, einen anliegenben 
unb einen il^r deftenAberHegenbett Sinfel »öUig befkimmt; 
benn ba gwei SS^infet gcc^eben finb, faun man ben brüten bered^nen, 

unb baburc^ läpt ftcb bicfer gaÜ auf t>en i)üii(ien jutu(fful)ren; benn 
mnn mm aud ben gegebenen SBiufcIn cim A unb C ben brüten B 
berecl^net l^at, fo ift man in bemfetben gaO, <iU wAre glei(|^ i^on Anfang 
bie @eiie a mit ben briben anlicv^cuben Sinfeln B unb C gegeben 
geu>efen. 
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9lu§ bem QSornuäeöauöciien folgt, bap gmei ^Drcietfc einnnbet 
gUi(6 fein ntüffen, »ettn man na^n>eifen lann, bat fi< 
@tite, einen il^r antiegenben nnb einen i^e 0egenilbeejiei6enten ' 
SinM gleid) ^«^en. 

Xir Ucbcrpdjt treffen rocneii mir bic ffntf tn btefem ^nrn^mpbeii 
befpcoc^encn galle, fiic n}elc{)e Die (^ieif^^eit ^toeiei ^leiecfe be^uptet 
werben fann, furg gufantmenftettem 

3wei 3)teietfe finb etnanbet glet^^: 

1. S>enn jebe ber brei ©eilen bcö ciucu ^Itit^ ift ber entfprec^cu* 
beu ^eite be^ anbeten. 

2. Senn fle ^mei leiten unb ben eingefcl^loffenenSinlelßleit^^a^ett. 

3. äOenn gioei (Seiten unb bee bee tdngeten oon betben ^t^tvMtx* 
fte^enbe Sinfel glei^ pnb ben entfptec^enben ^tficlen be« anbeten 
2)teie(f3. 

4. ^knn bie betbeu ^tete(fe eine <&eite unb bie beiben i^t antie« 
genben Sinfei gUi^ ^aben. 

5. 0Benn eine <Seite, ein anliegenbee unb ein gegend^etf^e^enbet 

iißiufel tu bciccu gleich fiiU. 

3n ben folgenben ^el^tfä^en grünbet fl(i^ ber^en^eie \vix bie^leic^« 
(eit itoeiec ^teiede imm auf einen bee oben aufge^&^Uen g&Qe. 

11 Lehrsatz. 3n einem glcic^fcfeenfeligen JDteicd finb bie 
SBtnfel^ toel^e ben gleichen leiten gegenüberfte^en^ einanbei 
gleict^f ober mit anbeten äBoeten: bie äBinfel an bei ^eunbtinie 
eined gleii^ff^enfeHgen ^reiede finb einanbee %\t\^. 

Sewei«. ®Ä fei T9t (>^ig. 26) ein flleit^fc^enfeliöe« 3)teie<l, in 
roetcbem — .^^ 5)JZau beute ficfc nun bte ©ninblintc rs l^albtrt, unb 
nfld) bem ^albirungdpunft d bie \Jtuie td gejogen, fo entfte^eu %xoti 
IDreieife, weiche einanbei glei(|^ finb, benn 
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rt = st 
rd = sd 

id — 

alfo rtd = «/r/ (1. gall). 

@tnb abet bic ganzen ^reiecfe ^Ui^, fo mäffeit auc^ b(e etitf^xe^eit^ 
ben ©ittfet gfet<b fein, foli^lic^ 2t <f = ^/7- 81«« i>« ®lMMt htt 
bcibeii Trciccfc folc\i oiich = ^/fr; bte^iute alfo, ivclcbc man i>on bcr 
8|»t|)( eitud ^(eic^fc^enfcUgeu Xiciec!^ iiac^ be( 3}litte ber ^niublinte 
lit% fttf^k alfo tetf^tiointelid auf betfclben. 3n einem ^tei^feitigen^teied 
ftitb alle btei fSlittfel einaitbec gtei^, unb jebet beträgt Vs ^ ^bet 6(K 

Sig. 26. 9ig* 27. 



t 




IieiirsatB. Sinb {toei SBiitfei in einem ^ceietf einanber 
gtcifibr fo ftnb ed an^ bie il^nen gegenAberfU^enben leiten, 

Semeid. 3n bem^ceted abe (gig. 27) fei = SRan 
beufe ji^ »«n e ein $et^enbifel auf ab gefallt, fo entfielen gioei ^rei« 

ecfe, n?cl(^c ö^^^it^ pub, benu 

(ic = (^c 

g = t (ald reiib^O 

^ — y 

beiben ^eiecfe I^nnen abtt ni^t g(ei<$ fein, o^ne baf bie ent^ 

ipred^enbctt Seiten ami^ glet^ f!nb, alfo ae = ch. ber &Ui^i)tit 
ber betbcn 3)retecfe folgt a«d), bag ad=bd, 2)a0 oon ber ©pifee eine« 
gleid^fc^enfeligcn ^ceiecid auf bie ©ninbtinie gef&ttte $et^enbifel ^albtct 
alfo bie ^tunbiinie. 
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93om üDrctctf» 



13 Lehrsatz, einem u lu] Ic id)fcitiöen ^)rcie(fe jtc^l 
grßS^reu ©cite oud) ber ftröHcrc SBinfcl gegenüber. 

9e»ei«. (Sd fei in bem^DTdetl abc (gig. 28) ac > 6a, fc xm 
tttt4> ^4?>zjy. ^Die« gtt leweifcn, ma(^e man adf =s a6, unb jiefee 
bic ginie dh, icclc^e be« SOÖinfcl ^ in jmci ^^eilc < unb z t^etlt. (5:<r 
Öud^ftatc r für benSBinfel dbc ifH in bwgtgttt nii^i eingettagcn.) 5)« 
bad^mect adb ^Ui^\^vXt\i^ i% fo i|l tinn ift atcr 0=^+: 
(|. 9), alfo öu^ V > y; ba ober « = v, fo tfl au(b « > ^ unb um 
fo tne^r nocfc x > i/, b« ja t nur ein 31^cil üon x ift. 

iu einem' ^reiect bei dto^eren Seite ber gröfere SBinfel gegen. 
dbetßeH fo fielet au^ umgefe^rft bem gtdfetcn ^infel bic gtdgef e ®eitc 
gegenüber. 

^g- 2S. fÜ^. S9. 




o 

n 



a 



LehraatB. Scan ma^i Don einem ^^^unfte c (gig. 29) (in 
jperpenbtfel cb ouf eine gerabe «inie fällt, fo i^ bic« ^er* 
penbilel fÄrgcr aU jcbc anbete gerabe i^inic ea, bic man »on 
0 na4» ber iSleraben {leiten fann. 

»c»ei0. 3^aö 3^rciecf Z>ca ^at bei h einen redj^ten Söinfel, uiiti 
ba biefer ber gri^fte Söinfel im iDreietf ift, fo muf i^m ami» bie gr»ile 
Seite gegenüberflefien, folgli* ca > eb, 
15 AuHsabe. (Sinen gegebenen aBinfel jn J)atbtren. 

^tuflöfung. a)ian bejcj^reibe um bie «ö^)i|jc a bcd SQBiufeU (gtg.3öj 
S^* 90. einen Areidbogen mit bctiebigem ata« 

bin«; biefer Äreidbogen f^neibct bi« 
beibeu ^d^enfel beö Sinfelä in im\ 
fünften ci unb b, mX^t glei(^»eit 
»Ott a abpc^em Sinn bef<^reibe man 
mit einer beliebigen 3irfelüffuuug mä 
einen Äreiöbogen, unb mit betfelbe« 
Birfeldjfnnng einen anbcrcn nm ^• 
«on bem 3>nr*f<|)nitti><)ttnrt e biefer beiben le^teren Stögen jiel^e m«« 
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eine ^ink a, fo mitb bt€f€ ben Sinf el in ^mi %\ti^t ^ÜU t^eilett. 
^tt Sii^tigfeit bed S^erfat^cen« §ii ^»eifett, man bie ^fiffdHnien 

et/ unb c/^, fü entfielen ^luci Xcdccfe, \vü6)c dmnhtx fmb, bcnn 
ad = ab, de = hc, unb ac ijl beiben 2)tcie(fen öemeiu|c^aftli(^ (I.)- 
3ji aber bad ^ipeied aZ^o bem 2>(cie<f ade glei4^, fo müffen ani^ bic 
eutfpre^enben Sinfel (|lei4^ fein, folgU(^ ifl ^« = 

3ui lUbuug t^aibire man bie SGBinftl iu eiuigeu ber oben coujUuii^ 
teil ^teiede. 

Aufgabe. 3n einem fünfte a einet gegebenen geraben i^inie ein 16 
'^^erpenbtfet §n eni^ten. 

^diflöfung. SDlan bcjeid^ue mtttelft beä ß^J^^^^^ö f^^if ^^^'^ flcoicbeneii 
Viuie gioei fünfte, 6 unb c (gtg. 31), weld^c gietcl^toeit oon a eiiticcnt 
ftnb; beff^veibe atöbann mit bettebiger äi^^^^^fftttthg nm c nnb mit ber^ 
fclben 3ttlet6ffnttng um h einen J^rei^bogen. t>\t Dpn bemlDnt^fi!bnittd^ 
punft r? bcrfclbcn a gezogene IMnie tft bnö »erlaiiöte ^^crpcnbifff. 

Um bie Oiicbtiöteit biefed ^crfa^rcn<5 bewetfen, jiebc mau bie 
Linien 6(2 nnb cd, fo ent^lffen |mei IDveiecte, melcbe einanbee gleich finb, 
benn bd^dOf bazssea, da=da (I.). 3f^ aber ^ abd = ^ acd, 
\o mu§ au(^ = fein. Sinb aber jmei 9ieknmfnfel eiuaiiber 
i^leic^, fo i|i |ebe( ein (e^tei, folglicb ad ein $ec|)enbife( auf be. 



31. 9ig. SS. 




▲ttfigabe. SIm <Snbe einer getaben ^inie ein $er))enbifel |tt ttüä^ 17 
ie«, o|tte bie ^inie gu oerUngeTU. 

Hufldfung. 2}lan f(bneibe öon bem ^nbpuiifte (/ (gig. 32) an, 
iu welchem bod ^er^^enbifel crritbtct werben füll, ein beliebige« €tncf 
ab bev gegebenen i^inie ab, unb erriibie batiüber ein gleicbfcbcufeUged 
^ieif abe, oerfSngere aUbann bie 9inie be öber e l^tnau^; nnb maä^ 

e<?srca; bie öon d a ge^ogiut Minu i\t baö ucrlangtc ^Jievpcubifct. 
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83om Sreied. 



taemeid. y ^ t + v (|. 9); ba aber t = v (§. 11), fo 

,yi l iier \\t u = .r -j- unb ba x = z, fü ift ?i — 2 j-, .r — • / •. 

tcmna6 tft nbcr auc^ = ^ -|" V» = V» +y) = Vs • ^ ^• 

lat., »dt tt + y = 2ai. 
IS AiLflsabe. SBon einem $unft wel(6et <iu§er^a(b einet gegebencu 
^iuic Hc(^t, ein ^er^>cubtfc( auf bicfclbe jii ffincit. 

^uflöf uu^. SDian bcfct^ceibe, um beu ^4^uutt c (gig. 33) mit 
ltebt(|em Stabitt^ einen j^reidbogen, bet bie ^e^ebene l^inie in }»ei$nnÜeH 
a unb b fcbneibet; ferner befc^eibe man mit beliebiger Z^tit\^^vai% 
einen ^ogcu um a unb mit bcrfetben einen anberen um h. J)ie »cm 
!Due(!(»f<^nittd|>unft d berfetben e geji>gcne ^inie ifl bad t>erlan{{te > 
$erpenbifet 

©eweid. ?Kan jieljc btc ^jülföUnten unb cb, fo tfl uöc^ §. 15 
ber 3Binfcl acb ijalhixi, alfo z = t. ^ku^lcicben mir nun bie ^xtitit 
aef unb bef, fo finbet iji^, ba$ fie glett^ pub, benn üa =s eb, <;/= e/, 
^ = t (IL). $lnd bee ^leii^l^eit biefet beiben ^reiede aber fotgt Me 
©leic^^cit bcr iiJuifcl .r unb y. 

3uc Uebnnc) fäüe mau in einigen ber oben confiruirten ^ttkit 
9on {ebem @(f(>unft ein ^erpenbitel auf bie gegenüberliegenbe @eifc 
^immi man irgenb eine @e{te eined ^reied« aU ®rnnb(inie an, fo 
bct^t bvi'^ ICH Der i^ijcuuberlie^euben ^Spiftc auf bic ÖJrunbUuie gefüiiu 
^»l^enbifel bUi&w't^e bed ^leie^d. 



Sinmcrfung. SDenn man ücn einem ^m\H c cm 1i.:vi'entiff( auf 

bie Sinie ah fdUt, fo toirt» fcer gupt>unft c' tiefe« «Per^jenbifeU bie 5Urojccticn 



8ig. 83. 



9i0* 34. 
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be« ^IJunftc« c auf bic Sinic o& genannt; cbenfo ift bic ^rojcction »on «f, 
unb botf iginienflüc! cd' ijl bie f^tojectton bet Sinie ccf auf bie Sinie ah. 

5tt gleichet 2öcife !ann man einen $ttnft ober eine ßinie auf eine (üBene 
t^rcficiren. 2öenn bie Sinie ober bie öBcne, auf irclcficr bie §ufj)unfte bcr gefdiU 
ten $ecpenbife( liegen, tine ^ovt}pntaU i% fo l^eift bie fo erhaltene $coiection eine 

Aiiflsabe. (Sine ^t^thmt gtTabe fänit ab (gig. 35) gu f^aVbiitn, 19 

Sluflofuiiß. SDiau bcfd?tcibe mit beliebiger abci: gleicher 3^^^^^'^* 



$10. Sd. 




7\ 



Öffnung um a unb & (gig. 35) jwei 
itretöbogen über ab. ^t^ut^iä^nitt^* 
punft berfetben fei mit c U^tiAntt 
?U'3tauu bcfd?reibc man mit bclicbiijem 
aber gleid?cm Jpalbmcffer um a unb b 
ftteidbogeit itnter^atb i^r iDuci^» 
fc^nittdpunft fei mit d be^cidntct. 3ie^t 
man nun bic 2inic cd, fo f^neibct fu 
bie gegebene in ^mei gleicbe X^eile. 

^eweid. fDtan gie^e unb cbf 
0 ia§t fld), wie in §. 18, bie mti^* 
l^cit bcr 5)uiccfe acf nnh bcf bemcifctt, 
lootdud folgt, bai auc^ a/ = 6/ 
Hud bee (Sliec^^eii biefet ^reiecfe folgt abee ait(^, ba$ ^x = 2^y\ 
bie .^palbirungdlinie cdf ftc^t alfo auf a6 te^troinfclig. 

3u( Uebuug ^albire man bie leiten mehrerer ber oben con^uirten 
S)eeie<te. 

5£)ett ^efcblu§ biefed Sibfcbnittd mag bie Siuflöfung fotgenber Sluf« 
gaben machen. 

2)rcierfe ju couftiuiren, füt welche gegeben ift: 

1. a b h ^ b B h 

2. a B h b. B € k 
^. b e h 

SDic ^Budjftabeu a, b, c, B, C Babcn ^icr biefelbe Scbcutuiig tvie 
oben; h bejeicbnct bic .jpö^e, b. bie tm^t beö auf bie @citc a oon 
ber i^r gegenübediegenbett @^ibe gefällten $eir))enbiIeU. IDte Eingabe 
fpeeieflet SIBert^c für bie gegebenen ^StActe bleibt bem münblit^en Unter« 

rid)t ültrlajfen. ift nur nod) ju bcmcrfen, ba§ t fomo^I otS c gii^H^c 
ieiu müj|eu, aU toeiui eine ^ujidfung möglid; fein foQ. ^aeum? 
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IDtitted Kapitel. 



20 Diö Winkol des Vierecks, ^tu ^^aud tft eine \)üU i)icr leiten 
eingef4^lo|fene ebene Sigiu. ^ebed a^iereif ^at t>Ut ^infeL 

5Die t)ter SÖtnfel eincö l^ictedd betro^cu jufammciu 

denotnmen oiec Siechte. 
** * " 

iQcioeid. SDIait jiel^e »on ir^tib diuiii fünfte e tm Simereit 



bcd 3j!iere(f^5 (^iß. 36) «inien na(ö 
beu incr (^cfpuiiftcu, fo entfielen oiev 
£Dreic(fe. ^Die <8ttmme bev Sinfel in 
febem £Drete<f betragt 2 SR., alfo bie 
^uuinic bcrSöiufel in (illen \»(eT2)irei* 

(ib, »elcbe-um ben J^uuft c üe^^cu, fo 
bleiben 4{R. atö ©umme bei C^(f wiutel 
be9 i^ieredd 'ubcig. 

21 Die Diagonale. 3ebe t)on einem <S4))iin!t bed Sieteifd bnt^ bie 




Sifi. 37. 



gigur sum gegenfiberftc^enben ®<f gc« 
logene fiinie l^ei^t 3^ i a ^ i> u a l c. 

3tt einem jeben 35terect fanu 
man {»ei ^Diagonalen {ie^en; in 
bem ©iew« (gig. 87) g. ö. iff a 6 
bie eine, c(2 bie anbete diagonale. 



22 Das ParaUelogranmL Sinb je gmei leiten eine^lBietetf« einanbc« 

)paxaM, wie tngig.38 uubgig.39, fo ftci§t bic gigur «patoUelogTamm. 
9^cnueu mx bie (SJruubUnic eine^ä ^arnncUn^iammS bic i^r gc^cnübcr^ 
pe^>enbe a', bie @eite Unfd 6, bic ii)x ^^c^^cnwbcxitüjmhi b' , fo müiTcu 
a nnb d', 6 unU h* paxaM fein, ^en äBtnfel, ben bie (Reiten a unb 6 
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mit etnanbet md^n, mütti V9it in bett folgniten iSBeifpieleit mit a ht^ 




3uc Uebuug couftruire man fulgeube ^^aradeUgramme : 





a 


h 


X 




a 


6 


1 

X 








50» 


5, 


%*' 


8" 


60» 


%* 




2" 


120» 


€. 


3" 


8« 






1« 


2" 


7p» 


7. 


2« 


8« 


120» 


■• '* 


3'' 


1" 


100»' 


8. 


4" 


3" 


77« 



S^^i man bie <Seiten a unb h im gel^öctgeu Sintel anctnanbei ge^ 
fe|}t, fo oottettbet man bae ^aradeloommm, inbem ntdn a' mit a nub 6' 
mit b i^QimM $ie^t. 

9lttd (. 7 folgt, bo$ bie Bciben ffiinfel eined ^araHetD^rammd, 
«?clcbc <itt bctfelbcn <2citc liegen, gnfammen 2 JR. betragen, murauö fic^) 
and^ ergtebt, ba^ bie gegenübeifte^enbeu Siufel eined ^acallelogrammd 
gleich flnb. 

Ijehrsata, ©in ^aratlclcgramm wirb burc^ eine ^ia« 23 
pönale in |.ioei gleiche ^Dteiecfe getj^eilt 

Qemeid. ^JDlan gic^e in bem ^ataaelogramm pqra(^^i^AO) bie 
^tadoiiaie j?«, fo if^ bad S)reU<! pr« glei^ ^qs, benn 

= 

^ I aW ffie<^>felwinH 



alfo ^ pr« = ^ pqs (IV.) 
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^ ahtx biefe Freude einanbet gteid» fittb, fo mifeit aii4» bte eati 

fput^cufccu 3dtcu ciuaucci ^kUb fcui ; alfo rs = pq^pr = qa. 

tig. 40. 41. 




^ i c 9 c i] eil 11 b c r i't c b c u b c n Seiten e t u c ^ ^ a r a 1 1 c l o ^ r a lu ui . 
finb alfo iitd^t allein pataiitif fontcc» auc^ ^Ici^^* 

^Demnacfj fanu man, ivcnn mau bic Seiten unb b im gcH^ 
rtgen Stnfel gufammengeflellt ^at, bad ^araadogramm auc(^ ntü 
«^Alfe »Ott Stxti^hoqtn, beten S^abien a unb 6 finb, t>oflettben, wie in 

fsitV 41 anqcbcutet ifr. 9lad? tiefer IJictbübc ccnftrutrc mon folgcutt 
$araUeU>gramme: 





a 


• 

b 


;c 


]. 


2" 


2" 


100« 


2. 


a" 


8" 


60* 


S. 


3" 


2" 


90» 


4. 


3" 


2'' 





24 Die Höhe des ParaLlelogramms. IBetrac^tet man a atd bie ®rnnb^ 
linie be^^araflelo^^rarnnK^, fo ift etn oon irqenb etnem fünfte ber 6cit< 
ci' auf bte (§)runbliuie ober beren ^^cclängernni] (^efäUted ^erpeubifel h 

Std- 42. 9id. 48: 




a 
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(gij]. 42 ttiib gig. 43) Mc Jpß^e bcd $arafie(o(|famiit9. 2öl< grog ift 
hU JQGf)t bec iiac^ obiQ€u 2luQoben conftruirtcu ^4>AraUeli>))ramme? 
3ur Utbuitg coufitmire man noc^ foi^enbe ^ataUeiogtatttme : 





Ji J 
















a 


h 


h 




■ 1 




.r 




2" 






4. 




2" 


110" 




3" 




1" 


5. 




3' 


4»« 


■ 


4" 

■ 


8" 


2" 


0. 


4" 


2" 


72<' 



8etra4>tct man b M <S)ntnb(inie , fo ein !»on trgenb einem 

bcr «Seite Z/' auf h über bcffcii ^i^erlän gcruno; i^cfallted ^J?evpcu> 
bifet h* btf .^pc^e bed ^^aradclograuimä. Sie ^roß \\t iu bicfcm galle 
bic ^ö^e ber confltuirUn ^araftelogtamme? 

3ur lUbuug conftcuite mau uocb folijenbe $ai;aUcU>9ramme, in 
i9e(4iett bie Sdnge M Don 6' auf 6 0efdaten $erpenbife(d h* gege^ 
ben iß. 





6 




X 




3" 


ü" 


120« 


2. 




3" 


60* 


3. 


4" 


3" 


113» 



3tel^t mau bur(^ ben (Sctpunft p 




(§ i n 3) r c i i cf i n aUo bie 
gumuU, loeid^e^ mit il;m glcid^ 



bei^ S^uiecfd pr« (gig. 44) eine 
t^inie parallel mit r«, burd^ a ^ 

ciuc nubcrc paraflel mit rp, 
|o ciitftcljt eiu iPflraüek>j]iamm, 
meldxd mit bem £)ret€(t glei(t>e 
©rnnblinie nnb «{idl^e ^at. 
9irtd) 23 aber ift baä rniccf 
r>r« öie ,J)älfte bicfcd ^IJaral* 
Iclo^rammd. 

I f t c e t u c c a r a n c t u ^ 
(^runbtiuie uub ^öl^e t^at. 
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SJptn Qierrcf. 



25 Quadrat, Baute, Beohteok und Trapes. bU »tcr ®fÜf it 

eines ^JarrtikUH^iauiuiu eiuantct t^lcid) unb alle Sinfcl rechte, tvic 

fo bei§t cd Qua b tat. ^tid^t Ux oben coiißrukteu ^aiaQelogramnte 

fliib Ouabrate? 



©iub fcic iMcr Letten cineö $araUelo(;ramm3 ciimnbcr a^ld^ , of^ite 
ba§ bie Stufe! rid)tc fuib, mit gig. 46, fp t)ei§t bie gtgiu di^outbud 
obet Staute, ^etc^e bet cotijlrtttrUn ti^uxtn jinb Stauten? 

<Sittb aDe ®infe( eined ^^avaHefogrammd trifte, ol^ne baS aQe 

«gcitcit ölnd> finb, mit ^u]. 17, fo bei§t ed laiu^lic^C'ä 3Ccd?tc(f eber 
iKectangel. Selche ber conftruirteu giguccu PubJängUc^e Oiec^Ucfe't 

8t9. 47. Sig. 48. ^ 4». 



©iub iu einer üierfeitiqen giflur jmci «Selten parafllct, bie Felben 
aubcvcu aber ui^t, wie gi0. 48, fo ^rißt fie $a raUelttajpei ober 
^lapeptb. 

QvLi Uebung ^ti^nt man einige ^ta)>e)oibe. 

3jt tu einet oterfeitigen ^fgur feine ^ite mit einet anbmn patoi* 
iü, wie giß. 4Ü, fo l^djt fic Xvapej 



8i«. 45. 



Big. 46. 
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Die Diagonalen der Vielecke. Sßitl tät nennt man gwat im 

2lö()cmeiueu aflc vh'U iv'rabcii Linien begranjten ebenen ?[{guren ; oor? 
})igdu)cife iebo(^ be^cic^nct man nur bteienigen bamit, toelf^e me^t ald 
jblet ^<fett ^Un\ alfo Sünfctfc, Secftdeife, ^ic^netfe n. f. w. 

SSott iebem ©(f^junfte eine« €e(^^r<fd 50) loffcn fid) fünf 
tittticn tta(^^ bcn ilbri^cu fiaif @cf^unften, uon jebem 3f^^"f<J^P"ii^ie 



((enfiub diagonalen. 3n einem ^tetect t>on n (Seiten (ann man alfo i»on 
einem @<fpunfie and m — 3 diagonalen gießen. 

SBictnel ^Diagcnalcn fnuu mau »on einem ^(fpunfte aud in einem 
iSiebenerf, ^d^Ud u. f. rv. ?,iebcu ? 

dkfeiP ^at giit fut aUe ^teleife, alfo anc^ ftlt dreiede nnb^iec« 
ftfe. eindreied if^ bemna^ ble Don einem 4S(f)>nnfte an« gezogene 
?iujai)l ber diagonalen 3 — 3 = 0, für tos QSicrccf 4 — 3 = 1. 

5Durd) bie »ou einem (^(t^unCte aud gezogenen diagonalen wirb 
ein l^ieie<f in dreiede ^erlegt, nnb $mat bad 6ec{^detf in Diev, bad 
Sl^teil in fe(^d, ba« 3^^^U<<'^*t Se^n; ober affgentein: Sebed 
33iclc(f iH>n r« Seiten wirb burt^ hU n — 3 dta^iionaleii, bie mau oon 
einem ©(fpuufte au$ gießen fann, in n — 2 dreiecfe jericgt. 9)ian tann 
{if^ ]»9n ber aflgemeinen 9li<^Hgfeit biefet ^e^an|>tttng bunlft fotgenbe 
9et(a<^hing über^eu^cn. ßU^ man bie etfle diagonale , fo mirb ein 
55reie(f ihmi bei gigur abgcidjuiücu, ouictj eine jmcüe ein jweite^ , bur(ö 
eine britte m\ britteS u. f. w. ^at man fo alle diagonalen, bid auf bie 

Stnllcr, tbtm Qitomttxit unt etmomctnc 3 




nenn l^tnien na(^ ben übrigen neun 
C^l»ttnften be? gignr lieljien n. f. ». 
9{an tann allgemein fagent l^t ein 

93teTecf n ©eiten, fo fann man oon 
einem (^dpunfte au« ben übri« 
gen n — 1 (Sätn, n — 1 Linien 

jie^em die jioei du§erften biefer 

Linien geboren jn ben llmgränjungdi^ 
linien ber gtguren, bic n — 8 übri* 
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34 ccu ^idcciiu. 

Ic^tc, dfo M— iXiav^nalni, »^v^^i^^^cn, fo bat man ihmi bfrS^t^ur n — 4 
3)reiccfc abgcfc^nitteu, unb bleibt mir noc^ ein ^icrccf übtifl, ml^ 
biir(() bie l((^te ^iagotiate in imi ^ttkdt get^cilt loir^, fo ba| man in 

3u wif\)lel ^!idccfc ii^irt tiud bic öon einem QdpMnftt au§ ge* 
Sot)cnert3:taflonalcu, ein ^e^iitcf, eiu ^ünficl^iml, tin ^mn^i^*, 

27 Eokwinkel. IDie <Sitmitte aütx (S<iti>inPeI in einem l^ieleef t>on 
n leiten ifl n.2 a?. — 4 9?., ober, tca€ baffelbe ift, n . 180o — 360» 
ITicd Sn bcmctfen, bcnfc man fid> »en irgenb einem ^Jlnnfte c im 
3un«cn bcö mUd^ (s-^. fccö giiufccfd gig. 51) t^inictt na« ben (Stf. 

fünften i]C50i5cn, fo etttfleleii 
Sia- ^1- ^ (t" iiniacm Öcifpicf 

fünf) ^rcicrfe. f£)ie (Summe 
<iHtt minhl in otteu «Dreietfcn 
betragt n . 2 K. (in unferem 
l^eifpicl f) . 2 3ie^)t man 
»Oll ^icfen4^}^. ab, aUi^ummc 
bec Stufet, mi^t um ben 
fünfte l^emm liegen, fo Bleibt 
fnr bie Gcfwinfcl bcr ^ici^ni 
n . 2 ai. — 4 9i. (in unferem 93eifpiel alfo 5 . 2 — 4 8i. = 6 3i.). 

ffii« ßroS ifi bie (Summe bet (&dm\nhl in einem ©et^d^, 3c]^n^, 
äwilftä tt. f. ».? 

^in rc^elmapiged löielecf ift ein fol^ed, in ml^ alle eetten 
nnb aae Eintet einanbev gleich finK 

^tt alle Sinfel eine^ rej^clnidpifien SBtelerfe einanber gUid) üiit, 
fo ift ein jeber bicfti aOinfei ber nte^^eil s?ou bet ^umme attei i^({u>iufel, 

n , 2 — 4 9i.. ^ 
ai|o j^jj ©(fminfcl eiuco rtötima^iöcn 

5 . 2 ai. — 4 9ü. 
al|o ^ ^ at. = 1080. 




^ic grog iß ber MtoiixUl eiue^ regelmäßigen (^e^^deäd, <^ieben^ 
edd u. f. w.? 

SRit ^nlfc bet fo htxtä^ntkn (Scfaniifcl ceiifnuiic man ein regel^^ 
malißcij öuufccf, ©e^ged, 2lct>tecf, 3e^neü, bejfen €eite 35««» beträgt 
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Mittelpunktswinkel. tg)albirt man itt einem rcgelmäpigcn 33ielccf 28 

auf einander folgeul^e (&dwinU\, M h unb a gtg. 52, fo f(^neiben 

^(g, 52. fi<i& bie Reiben ^aUirungdUnien in 

einem fpunfte c nnb Bilben etn gletcl' 

fc^enfclti3ed 3)retecf (luarum O- 3^^^i 

mau ))i}n c auö uac^ bem juna(i)ft bei 

a obct M 5 ticgenben Sin(el|>unft<^ 

§. nac^ (f, eine gerabe Stnie, fo 

eutfte^t ba« 2)reietf ^c^/, iDcldjcö 

bcm erflcren glei(^ (iiHiniui?), alfo 

tbenfalld gleicl^f^KnteUg if^, atfo 

cd = $(uf biefe Sddfe 

faim tiian i^ctqen , b«f atle \>om c 

aud ua(^ beu i^ctpunften gezogenen 

^nien einanbtc glcicl^ ftnb.- ^efi^tcibt man alfo um 0 mit bem 8iabitt9 

ca einen ^6t3, fe ge^t berfetbe burd^ alle @<fpttnfte be9 $iele<!d. 

$Dic fämmtUc^cii ©cfpiiufie ctitc§ recjctmäi^tivu ^ictetfd liegen alfo 

auf einem Greife , bejfeu (ieutrnui Ux ^^uitft ift, tu mi^tm bie 

^albirnngSlinien jweiei: Cldwiufel fttineibem 

ßte^t man Don bem 9)^ittetpnn!te cined tegelnt einigen ilHeIe<f 9 Linien 

itacb bcn (Scfpunften , fo mnffcn, ivie Icid)t ju bewcifen ift, aüc baburc^ 

gebilbeten um beu ^iitteipunh c liegenbeu Stnfel einaubec gUic^ fein. 

4 9} 

5D« SDiitielpunftöwinfel eincö regelmapigcn güufccfd ijt bemnac^ ""5""*' 

4 9i 4 
eined Tegelmdgtgen ©ec^^e^d regelrndjigen n iSdd 

a}hi ^ulfe biefed berechneten ä}littel|>ttttfidtt)infeld tann man ebeni^ 
fafld ein regelmd^ioed Sielecf confhniten^ »enn bee StabinS bed noM 
f(t)rtebenen ^eifed qegeBen if^. @oK |. 9. ein reßclmagigeft S^nfcd 
in einen ^xüi conftrutrt »erben, beffen O^abinö 2" tft, fo jic^c man gn* 
etft ben ^reid, bann oon feinem SHiitel^untte aud 5 IKabien, beren [tUx 
mit bem f otgenben einen Sßinf el »on V» = 72o ma<^t, fo finbet man 
bie (^dpuntte be6 oerlangten ^iSnfcdd. 

3n einen ^ret^, beffen 0ia bind 2'' betragt, ein regelmäßige^ ©ec^ded, 
%.^itdt äc^ned u. f. w. leic^nen. 

Oonstmotion regelmässiger Vielecke. iBt§I)er ^aben voix bic 29 
^ieiccfe immer nur mit ^ulfe bed Xran^porteur^ CQuftruirt. ^a aber iebe^ 

3» 
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3nflrMmcnt bcr 2tit me^r ober weniger iingenou ifl, fo ift eine wÜ ^ülft 
bcd 2^rrtndporteurä gemncfctc 3f'*'^»»il »'^^t t]en<iM, nio ivenn man bem 
fctben ^ätte citibr^reit uttb iiui ^i^^^l unb Üiiucal ^ätte ainoenbeu fönneiT. 
(Sitte ^(ttli4»e 9(tra4tttitg ^tt?n wh ft^ott oben attficOcn Idntteit. ä&ic 
!5itnrtt iiAin««^ aitf brcirrlei Seife du ^Urpeitbif et jie^en, etf^end mithülfe 
beö Üiaiic-piituirö, jweikUtS mit .f>ulfe bc5 SBinfcibafend, britteud bwrcb 
bic in §. 16; 17 unb 18 aju]Ci;cbeH€ (Sonftruction. ^et>terci5 :i>crfa^teu ift 
o^tifttdtig bad gciiauflei tveti cd »oh ben Uutii^tigfcitett brr Stiftittmeitte 
ttnab^&ttgi^i if^. ^(^ttiitc utatt eitt Serfttlf^veit aitftfitibig mac^eit^ itnt mit 
J&illfe M S^^^^^ «wb gineaU ein regelmaPfle* ©ieletf gn jciifcncu, fi; 
iräre c6 febenfalid beu oben auqcqcbcncn iH^r^niie^en. gut ciiugc ^liieU 
e(fe ()(cbt ed nun folc^e @on[tn(ctiuudacten. 

$Bie eilt regelmAfige« (glcic^feiHged) IDreietf coitfhuitt oitb, ^(t« 
ben »ir fAon pben gefe^en. Sef^teibt man um bdd ^tei^feitioe ^rie(f 
einen MicU , jicbt oon bcm ^j3cuti [pnnfte bcö Ärcifci nn(b ben brci C^cf* 
punftcu Oiabien, fu bilben bicfe brci Oiabien 3 ^Uiä)c Sinfel. .^'^nIbirt 
man jebcn biefet btei ^ßinlel^ fo iebe ^albiinngdltnic fenhc^^t auf 
einev ^rdetflfeik. Sl^tht man ton einem ieben bcT brei fünfte, in mU 
(ben bie brei ^albirungdlinien ben ^eid treffen, Linien na<b ben beiben 
^unac^llt lie^enbcn 5)rcte(fö»unftcn, fe erbait ninn ein rcijtluiäpii^cö Scd^öccf. 
,&albirt man bcu 'JJiittcIpunftiJrcinfel be^ reQelma§i(\en Setböccfd, fo ttef* 
feu bie J^albitungdiinien ben JSict^ in fe4^d §}tfuften; gie^t man t>ott 
iebem berfelben Linien nai^ ben beiben gnufii^fi liegenben ®ec|»detfdpttttfteni 
fo erl^SIt man ein re^elnidJigeS 3"?L>lfe(f. Huf biefclbe ©cife evl^ätt man 
aud bcnt re(^clmS§{i^en 3^^ölfe(f ein itgchnd[ii^]c3 3]icruubjroan^ii3e(f it.f. it?. 

dla<b biefcn ^üi^abeu confttuite man, öpu einem (i!etci>|citigen Trciccf 
aud^el^enb, in mlö^m {ebe^eite 3'' ifl, ein tegdmagiged Bmölf^ 
nnb ^ieruttbgwan^ii^ed. 

ein reßelmaßi^fd 5Biere(f tft nic^td anbereö aU ein Ouabrat; wie e§ 
confhuirt wirb, Nbcu wir §. 22 nnb 23 gefeiten. $)ic beiben Diiigonalcn 
fc^neibeu {i^^ im ü)littel)>unfte unb (teilen rcc^tminfeiigauf eiitanber. SRan 
fann bcmna«^ (eicbt in einen Stttii dn Onabrat jeic^nen^ mm man 
itur in bem ^eife §»ei ^ttr<^meffer coufhuirt, we((be fic^ untee einnn 
rechten iL'infel fibnciccu. vier ^4>unfte, in bencn biefe I)nr(^meffcr 
bie ^^ertp^erie treffen, finb bie (Scfpunfte beö Onabratd. SJomOna? 
brate audge^enb, (ann man auf bie oben an0ebeuteie Seife dn in beu« 
fefben StuU bef<|»riebened ^^M, ^ei^&e^ned ii. f. m. conpruireti. 
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^TJan filferc btefc (Sonflruction auö, »on einem Duflbrate oudge^cnb, 
au welchem jcbc Seite 3" ift. 

(S^ ^icbt ^iimr aucfc ein 5>crfabren, ein it\]cIiuaBiäeÄ günfccf o\)\\c 
^Tran^porteut 5« coujtruireu, ift aber ctiüa0 \jerwi(fclt unb fefet bie 
^enntni$ 001t ®4^ett i^oraud, bie bid jej^t no^ ni<|^t bewiefen mt* 
bftt {!tt6, »ed^atb ed ubei^attfleit werbeit mttS. $8om S^nfc<f aiidgel^enb, 
fdim nwtn «&cr teilet ein vegeTmäüißcd 3«^«*/ B^^^fS^'/ ^Jterjiöecf u. f. ». 
couftrutren. 

ÜBie febfd fe^etm^gi^e $<e!f(!, fo wirb attcb bad re^etmä^i^e 
©ccböccf bur(fe bie 0011 t'em SDZittelpunfte n«(fe bcn ©rfeu 
Labien in ßicIcüfc^eufeUde ^mtdt itxic^t; bic b^ibeu ^iufel eined 
{eben biefet ^eiecfe, meli^e an bcf ^iclcddfcite liegen^ finb einanbev 
glcic^. ^er be? ®e^de<!dfette gegenfiBerlte^etibe 9Rittefpitn!t4it>in!cI eine« 
fülct)cn 3:bei(*5£)rc{ecft^ büräoii 9<. = ^ '^ ^^^^^ ©tufcl eincd 
2)rcie(!d 2 JK. betragen, fo bleibt für bie beiben an ber (Be(bsJecf'5feitc lie* 
«enbett SDintel 2 SK. — ^3*9^. = Vs Si^w niit^in ift iebcr beifclben 
Vs R ober 60<»; bemiidd^ jlnb aVe SBinfel eitteft fo((^ett S)rete(fd einanber 
fjleicfc, .bfl« ^nM iff alfo qUiebfcitig, bie ©e^öerf« feite alfu Qlei(^ 
bem Stabiud beS nmfc^riebeucu ^reifed. 

9ila(^ biefem @a(»c ifl ed fei^r (ei^t, ein regelntAf igee <SeiMe<f in 
einen gegebenen StttU ^n jie^en. 



gdnfted Aa^itet 

Som Jtreife. 



Sehnen. 311 ^^ fcöon eben geflebeueu Definition bedÄiei|c«i lui^lkii 30 
mx ^ier nnr nod) tjiniufügen, ba§ man it>n <iH ein tcgelmajige^ä 53iele(! 
Don ttnenb(i(() i»ieieu ©eiten betrauten fann. 3n bem goigeuben foflen 
nun noc^ bk n>i4^tigflen ^e^iel^nngen iwif^en bem Itrcife unb einer ober 
mel^reren geraben Linien betrai^tet merben. 
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^e^r fa^. 3*^M "^^^ " w bc m a l bi t u n pun f t c d c tue r 
<Se^nc a6, gig. 53, eine gcrat»c ^inic de uac^ oeni a}lttteU 

)>un{te bed^uife^, fo flelf^t fie 
Tec^twinfcli^ (iitf bcr ^e^ne. 

SBetveU. *OZau gic^c btc bei* 
ben O^nbicn nc «üb /^c, [0 cutftef)en 
iwei ^retecfe, bereu (^letcbl^eit Ui4)t 
na^^umiftn ifl, unb aud b» bann 
bie ®(e{(^l^(U bet beiben ST^bentotn« 
fei bei (/ fi}lijt. 

(Sd folgt barau« ^iii^, bap ein 
9om aoattetpunete bed Greife« ouf 
eine ©c^ne gefällte« qier^enbifet hk* 
felbe ^nTbirt; iinb ba§ ein tu bcm 
J^fllbiviu^^^puuftc bcr ©e^ne crnd)tetcö ^4}eri)cubifel bur^j bcu SKitteU 

9(uf bem jule^t nuegefprectcueu 2n^e bcrul^t eiu iUcrfa^rcu, bcu 
9}ltttelpuuft eiues^ gegebcueu ÄrctfesJ gu finbcn. SÄmi b<it nur jtoei be* 
Uebige ©e^nen im Greife sieben unb btefe na(( 19 ju ^ibiren; 
ber SPwntt, in »eifern fl* bie ^Ibirungdlinien fc^ueibcu, ift bcr ge* 
fuc^tc 3Hittelpuuft. 

St« f gäbe. $)Mr(b brei belicbtö ^egcbcuc 5)^uufte a, ^> uub c (gig. 54) 
einen Stxü& ^ic^eu. 

$lnf(H«ng. ä^an $te(e von 
einem bet gegebenen fünfte, g.S.Don 
Linien m(b bcu bctbcu oubereu, fo 
»crbeu bic beiden ^iniax ab unb 
ac ©ebnen bed itreife« fein mfljfen; 
baibirt man alfp na^ 19 bie 
beiben Linien ab unb ac, fo tft bet 
*Puuft, iu lüelcbcm ficb btc beibcu 
$>aUMvuUi\ÄpcrpcubifcI fcbucibeii, bcr 
gefucbte^attclpuuft Huf biefe^eife 
fann man bntcb bie (fünfte eined 
feben bcltebi^cu ^^rcicrfö ciucn iiiciij 
^icbcu. 



8i9. 54. 
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3ur Uebinu3 jicJ)c man eine» Aireid buvd) bic (Scfpuiiftc nui)xcxti 
bcr eben conjlrnirtcn ^Drctcrfc. 

Sft ein 6veid hm^ Ht btti iäd^pmitit eine« ^reiedd i^eiogen, fo finb 
bte bwt Seiten M SDreietf« Seinen be« Äreifcö; foliilirf) muffen «n* 
btc bret in ber ^iHt bcv ^I^retccfi^fcüut crvid^tcteu ^|>crpcuUfi*t ficfe in 
ciucni utib bcntjclbeu ^^^uiifte )d)uetbeu, weld^ct ber ^Uttetpuntt beS um^ 
ffl^eiebenen ^reifei» i% 

^uxä> brei in einet gcraben ^inie tief^enbe fünfte lA^t fic^ fein 
.^rei3 leiten. 5ß^(tnim nft^t? ®cnn bcr 9fi\itiU'5 bc^ nmfcbricbeiicn 
.sireifed gegeben tf^, fo ift ein I^reiccf fc^ou befiimmt, tveuu man aw^tu 
bem nur no«^ gwei anbete IBefHmwnngdpflde (ennt, §. SB. ^mi ©eiten, 
ober eine ®eite nnb einen m betfelben «nltcgcnbcn Stnffi, bie ®ntnb# 
liuie uub bie .i^c^e u. f. xo. >}^m Hebung cenfttuirc mau folgcnbe ^Uuf^ 
gaben : 
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R be^ei^net \^\tx ben 9{abiud bed umf(bricbenen ^reifed, k bie i^i^^e 
be« $)reiedd; bie anbeten SBnÄfläben b^beu bie fcbon früher angeriebene 

8cbcutuuiV ^iiH' bcv brc! cvjUMi ^Hur\]i'ibcu ifr innuöi^lid), eine Uiiu 
§(uPfungeu ^u. Sarumr (äbcn tft eine bct buci fulgeubcu ;^(uf>> 
gaben nnb eine bet brei lebten unmögUcI». 

Centri* und FeripheriewinkeL S^t^i man i9on bem fDhttel))Uufte 
c eineg 5(teife0 gwei 8«abien ca nnb c6 (bie gigut fann fi(b 3ebet felbjl 

«utiverfcn), fo btlbcn biefclbcii einen iL'iiifcl, beffeu id tiul i:ev 'llZittelpuuft 
ift, nnb bcffcu %^t\\Ui bcn ^o^en ah einfcl^Ucpcu. 9J?an ucuut einen 
fo%n ^infet einen (Senirttvinfef, wclfbcc auf bem ^ogen a6- freist 
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3ie^t man »on irgcnb einem ^Pnnfte d ber ^Pcrtp^erie (ber nUt niö^i auf 
bemSügen ab felbfl lieqt) jn>ei Linien uac^ a nnb b, bilben fic einen 
SHtnf c(, beffcn @f^cit<l auf bct fßcrip^cHc Ue(}t, »nb beffcn ^cl^f ufcl brufeb 

»in fei. 

3n 53ejie^unä ouf bie ^'n^e ber ^4^cnpbtrtcipiufe( fann mein btfi 
g&Oc untetff^tbeti. IDec ^itteli^untt hu i^rctfcd Itfgt entwcber 1) aMf 
bew einen ^enfel beft $enp^cdei9lnleU, 2) et üe^it inner^I6, obci 
3) er liegt au§er^Ib ber (3d^en!e( tcd ^eripberiewinfel0. 

Gin $eii|»i^erieiolR{el if^ immet ^^alh fo ^tof a(d ber 
dftttriwinf et; beT mit tbm anfeinem Ooqen fte^t. 

^er ^emcis^ biefed uiu^ für jeben ber biet gallc befpuberd 

geführt werben. 

1) 2)er ^3crip^cric»iMnfe( y nnb ber ^cutriivinffi .r (j^ig. 55) ftcbcii 
auf bemfclben $ogen. ^er äJlittelpuuft be« ^reifed liegt auf beut eineu 



gig. 5:'». ' ^itV 5G. 




^4enfel be« q)evi|p^vieminfea 9la^ 9 ijft x = y z; 
1 11 a^r z = y, alfo a- ^ 2^. 

2) 3)ee $erip^erie»infel y (gig.56) nnb ber ^cutriiDuifd x (ie^en 
anf bemfclben Sogen; ber ^Jiittelpunft bed Ärci)C'^ liegt jwifc^en ben 
(Bc^enfeln beö ^Jeripl^erteicinfcld. Sölan jie^c »on b<? i^pi^ be« ^eri* 
p^ettewinfeU eine getabe «inie butc^ ben fDtitteIpnnft, fo »icb bitr4 
biefelbe y in gwei 3:^eile r «nb », x aber in bie jwei Zl)c\U v unb / 
get^eilt. dU<^ bem eben gelieferten iBcroeife aber ift < = 2«, v = 2r, 
foIöU(|> t + r = 2« + 2r = 2 + r) 0bee 4? = 2y. 

3) ^ei <Senhil9infef 4?(gi9.57) unb ber ^^eup^aitwiuftl y fielen 
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b<r «Sc^cnfet M (enteren. 9lan ^tel^e eine gerabe ^htie t>9n bei Sptbe 



Big. 67. 



9la4 bcm obigen !Bea>etfc iß v = 
r Ä 2«, fol^l^ ü -r r Ä 2t 
— 2t = 2 — itnb bavatid 

^ nitn bie SaBtl^eÜ bierc« 
Cn^ed ffit dfle brci /^äne beiokfett 

ifit, fo fflim man Icicbt fdf^ern , ba-§ 
ade ^>cit)>i}erieu}iuUl, bie auf Oem^ 
fetbctt Sogen ßd^cn, einanbct %lti^ 
finb. 

^enit etil l^eupbciietvinfel ei» fpiier ^Binfcl tft, [q ijl bcr Qogeu, 
auf bem ti ßef^t, iebeiifan« fieincr al« ein ^alblreid. 

2) et ^eripbcrienjt nf cl, t c i auf einem Jpalbf reife ftebt, 
ift ein rechter, ober mit anbereu Siknteu, jie^t mau oou irgenb einem 
$uittte ber ^eei^^eiie Linien beit beiben (lnb|)ttnften etited ^nt^* 
mtf!M, fo bitbeit biefelbeit einen n^ttn Sinfel» 

6o ijl olfo jeber Oer «ier Sinfet o;, j/, z unb ^ in gig. 58 ein 
tei^ter. 




9id. 58. 



S)er Qogen, anf bem ein ^nnt« 

pfct ?perip^erle»{ttfel ftc^t, ift gtoper 
. ald ein Jg^albfreid. 

3fl ber Oiabind bcd.^vcifcd unb 
bie &ti»it be# $eri|>^eeteiotnfeld be« 
fHtnmt, fo ift an«^ bie @e^ne be« 
S^ü^enö beftinnnt, auf melc^em bet 
$erip^erien)tnfel fte^t. 

S0lan ieii^ne in einem ^eife, 
beffen Stabind 1" ifl, einen ^tHifytß 
riewinfel i>on 18o, 43o, 73o, 98o, 
124", 1600. 53ie grog fuib bie Seinen bcr ^ugeu, auf luclc^en biefe 
iperi|>^erien)infel fielen ? 

iDie erm&^nte ^^ne a biibei mit ben beiben ^enleln bed $en« 
p^etiewtnfeU ein ^xtMt meT#ed abet bnrc^ ben 9labiu0 bei^ ^eeife^ B, 
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He ^^nt a uitb ben Cßetip^eHewiitM .4 nod^ nt<|t D&llig befHnimt tfi, | 

RH'il, a>cuu »Die 3cbiu / ^^^'•■At'H ift, Die ?a<^e irco brittcn ^rf^uiUtcA 
tto<^ beliebiii auf ber ^ertpt^cnc genonnucii loeibeii fann. ^ie biei 
flimmungdjlucfc a \ix^ A finb au^^ eigentlicb niu ald gmei gu ic^ 
trfld^tcn, toeit a bnT<^ j4 itnb um^efet^rt A burc^ a beflimmt 3|'t i 
gegeben, fo ifr (f uic^k me^r anllfiirltcl). | 
9ia4 btefcu ^emerfuugeu tvub cd wo^l leicht [ein, folgeubc Sici^ i 
e^e |tt cottfirttiren. 
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?Dic 2luflü|unö etntQcr biefer SCufgabcu tft uumc^lid). ibtl(^e fiul 
edir ^arum ift bie ^öfung uumcdlic^? 

32 Die Tangente. SDcnit eine gerabe^ink einen !$^tetö in ^wei ^unfttn | 

fc^jueibet, fo fällt uot^wcubiQ ein ^hut hijclbeii in bcn ^retd. mcl^r 
^ijj. 59. fict> bie bcibcu -TurcVicbmttypuiiftc 

einanbev nähern, beflo fteinet tvicl) { 
bad in ben 5^rei0 fdllenbe Stuif bcf , 
frfnieibcnbeii i^iinic; fallen bic beiben 
^uvc^f4)nittdpuufte tu einen, etivü ; 
ben ^unh a (gig. 59) infornmen, fo 
^at bie gerabe «iuie nur einen 
mit bcm Äicifc gemein , fie bcvulnt 
ben ^teid nur in einem $untte uni) 
(ei§i beei^atb 5tangente ober 
rü^renbe. ^eiu ^l^uuft ber Jl««* 
gente liegt innev^alb bed ^ceifed. 
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Untef «Sett $itiilt<n ber 3:ati0eitte db (gi^ 59) iitq^t ^tml^* 
TUigd^uttfi a bem fDHüel^unftc bei Jheifed am nüä^tn. (Sin !»pm !Dlit« 

dntfemung be^ ^tttcipuiUU oou üer ^^au^ente, bicfei Siabiud ftc^t 
aCfo tei^ttoittfclt^ auf Ux Xati^eute. (§. 13.) 

5^flrnl^i^ cr^pcM fic^ ein leic^ted S3crfal?rcn, in irflcnb einem -1.4uiftc 
be? ^periplnric eine 3^angente an ben Äreiö jn jicf^en. Wim jii*l)e nur 
(inen 9iabiud ndä^ bem gegebenen SBerul^^ningdpunfte, uiib aUbann hni^ 
ben Sent^ittitgdpunft eine ^iitie, toel^e lec^twinfeltg auf biefem fRMu^ 
jic^t; fo ift pe Me mtaitgte Slangente. 

Aufgaben. S}2an ikt^t hnx^ einen ^tetö, beffen diahiu^ V ift, 
)i9ei ^tt cinanbee te<^tn)infeU§e ^vc^meffet« 3n ben Dier $uttftett| in weL 

d^en pe bie ^ßcrip^ene treffen, jiel^e mm Tangenten au ben Ärci^; fo 
iverben biefe 9ier Tangenten ein um ben ^reid befc^riebened Cuabrat 

fO^an licht <»om 9)litte(pun(te bed ^eifed aud fünf 9{abien, beren 

jeber mit bem [uU^eubcii einen ^lUnfcI — V5 "ui^'t. ^U{)t man in 
beu fünf fünften, tu met^en biefe Oiabien ben ^etd treffen, Tangenten 
an benfelben, fo bilben biefe f&nf Tangenten ein regelmö^iged um ben 
Affid beff^ftebened ^unfed. 

^ ^uf biefelbe Seife eonftruire mau ein regehndpiged um ben ^Crcid 
befi^riebated ©ect^decf, ^(btecf, Be^necf u. f. w. 

fCnfgaBe. 5)wt(^ einen ^nnft a, gig. GO, aupcr^alb bei» um c be* 
fc^riebenen ^reifed cmc Ivut^cntc an biefen Rtüi ^u jiel^eu. 



rung$))uutt. ^cr um b gezogene Stni^ f($neibet abef beu gegebenen 




Sig. 60. 



^uflbfung. aJlau 
^iebe )»on bem gegebenen 
ipnuWe a (gig. 60) eine 

t^cvabe iiinie nac^ bem SDZit^ 
tetpunfte c beö t]egcbeneu 
Greife«, ^albire biefe Siiuie 
unb beft^reibe um btn^U 
birungiJpunft 6 einen Hxd<i 
' mit bem 9Jabiu3 bc 5Öü 
biefet ben gegebenen 
fc^netbeti ifi bet IBenl^^ 
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9}otit Streife* 



in |toei $ttutten d uitb /. SRak tduit alfo !»Qn a ouft gwd S^ii^eiu 
teil att ben Stxti^ ^tebcu, bte eine ^rfi^rt tbu in d, bie onbm in / 

Um bewcifcu, imb «/ iiniflid) :iaiiijciücii (lub, (>it mnn 

nur ictdcn, baf n»it ^fni 9^abtud cd, uub mit bcm JKabiud 
ef einen TC^^ien SQ}in(e( mac^t iDci Söintel cc2a ahtt fowD^l wie bee 
S^inlel c/a {inb aber fe(^te, weil jebet ein anf dnem falbfrdfe fttfftiu 
bcr ^cnp^crieiuiufcl ift. 

^te beibeu ^auoottcu macbeu einen SBtufel mit ciuauber, ber um 
fo fpij^er tvirb, je weiter bec $unft a Don bem greife entfernt. ^U* 
fee Sinlet wirb bttr<| bie ^inie ac l^ntbirt. ^an famt boraud [fliegen, 
bog ber ÜRitielpunft eined ^eifea, meld^er bte beiben ^enfef eine« 
gebcncn ^IBiufcI^ bcrüt)i:en füü, auf ber .t)aIbtrunc|^Unte tiefet 3BinfcIiJ 
Ue^^cii muj). Um (lifo einen 5?rci^ ju jicl;cu, ivcld^ci: bte beiben ^^ciu 
fei eincd gegebenen tEBinteU x (gig. 61) gn^ileid) berü^^rt, l^at man nur 



3)ie f treidle mau 

9on irgeub einem '4>uufte ber ,>^albirun^dliuie auf bie beiben <S(benfel 
M deftebenen Einfeld fdüen fann, {inb naturlit^ dleic^, unb macben 
einen SGBinM mit einanbee, weither ben gegebenen Sinlet in 2 91. er^ 

?ß>enu ber 9iabiud bed itreifed t^cv^cben ift, ivclcber bie beibeu 3d)eu^ 
tel eine« gegebenen SBinfeid berühren foU. fo fann ber SDlittetpnntt ntc^t 
me^c wiQ!ärli<^ auf ber ^(lirungMinie genommen werben, er liegt nnf 
bem fhin^ftbntlt ber ^Ibirnngdltnie mit einer anberen ^eraben ^inie, 

bic mau mit bciu ciuni ^cbcufcl bcd ffiiufclj paraflcl gci^oi^cu bot, 
uub bereu Entfernung 9on biefcui <S<ben{el bem gegebenen 9iabiud 

iBeifpiele. i^inen SUtÜ a» liefen, bejfen Stabtud 1" i^, nnb 




Sig. 61. 



ben SBtnfei $n ibolblren. Seber 

^uuft ber JpaUMruu^]o1inic fauu juui 
SPliüelpuufte ciuc^i .fireifcd genommen 
werben, we^cr bie verlangte (Sigctt* 
fc^aft ^t. ^at man irgenb einen 
^unft e ber ^>albiruufl#fiuie §nm 
5yjittclpuiiftc i^ciraMt, fo i|"t ba^3 i^ou 
bicfcui ^^uulte auf ben eitlen ^c^eu^i 
(el bed Sinfeid gefaHte $er|>enbifel 
ber Sftabind beg »erlangten Jheifeg. 
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mUtt hit MUn @6enfel aticft SBinfcU »on 119o berfi^tt; einen on* 
bmt Sttti^ IM sieben, beffen fltabiue 1"4'" {(^^ unb welker bie Uihtn 

c^icufei cuici^ ^mfeU '^en 63^ befÜ^rt. 

2 oll ein ,^rcit5 ^u^ilcid) Hc betten Seiten a unb 0 eineö ^reiecf^ 
(gig.62> beiü^ien, )t> mup feiu 3ntttel))uuft auf bcr .l^albirungdlinte bcd 



hi^ von bcmÜÄittclpuuftc auf euie^^rciccfdfcite (^efaliti ^scrpenbifcT. ^uf 
bicfc lIBcife I&gt in jebed ^Duied eiu ^leid be|'c^uibeti, müä^ct bic 
brct Seiten berüb^i* 

IDa biefet ittetd He beiben Seiten a nnb « be(ttb<^^f inu§ alfo 
awb fein ÜRittel^unft auf ber ^nlbiinngdtinfe bed SinteU B liefen, 
»otaud folQt; ba§ ftd) bte ^albininßdUnicn bei beei äBinfel eine« ^ni:» 
e(!d in einem $nuftc fc^neiben. 

3ut Uehtng $ii{)e man in me^rete ber oben conflruittHi ^eietfe 

iicetfc, mid^t bic brei leiten berühren. 

$>ee {RAbiud r bed inbefcbriebenen Äreifed fann eined ber nöt^igen 
©eftturmiiugöftüdc eine»? t^reietf-J crfe^en, wie bur(b bie Ittudfu^rnng bcr 
(oigeu^cU|^eiff)t€U Hat werben wirb. 

SHaiiiCLniitTuire fci^cube ^leiccfe, fnr lueldpc i\t: 




gig. 02, 



StnfeU 6' liegen; Utmu 
teipnnft eined i^reifeö aber, 

ber snflleicj> bic beiben <Sei* 
ten b unb c bcrübrt, Utc^t 
«uf bcr .ipalbiruugiJliuie bed 
Einfeld A. £Dee ^utdf* 
f<bnittö^nnft biefet Beiben 
Jpalbiiuuvioliuien ift bahn 
ber Ü}littel))unfi eined ^rei^ 
fed| bee gu gUi<ber Seit bie 
beei Seiten bee^metf» be« 
tü^rt. Sein S^abiud ift 
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?( 11 m e rf un 59ci ^luttcmn^i tiefer ?hifo|flkn wirb man mit 
i]ro§em ^^ort^eil \>ou bem ^ebiaud^ machen fonncn, bag wenn ein 
Ihcid bie bctbcn <d<t^entel etne^ S)infe(^ betütert, nnb man i»on bem 
9Rittc(punfte be« 9xt\\a Sllabten jn ben Setü^ntngdpimftnt gtci^t, bn§ 
alC'bauu bcr *iL>iiifcl i:ci biiDcji Labien 2 Di. — tft, Hjciui innn mitjV* 
bic ©rabgabl bc3 gegebenen SBiufclö be^eidjuct. ^öeträ^t j. ^. bcr gegebene 
Siufct 600, i{| tet O&iutel biefe^ beiben diabien ISOo — 60o=120o. 
[$ctfl(et((^e 1. 32 ®. 44 unten.] 



Serec^nutig bed gl&c^ettin^aUe gera^littiger eBetter 



33 Fl&chenmaasse. Den ^^Tari cniu^aU einer ebenen gignr bcfituu 
men, ^cigt fe^cn, mte oft eine J^lai^e oon befannter 9rdfe in berfelben 
entgolten tfl. ^i(fe^ac|e i»on befonntcf^fdfe ifi bieiSin^elt bee^ia^ 

(^cnmaa^c^. ^Dlan nimmt allgemein einCuabrat, ^^effen v^ette 
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fccr ^aiigenciubc it gleich ifl, ald (Sin^cit bcö gleichen? 
nian^cö au. 2)a man »ctf(^icbenc ^angenciutjeiteu ^at, fo ^at man 
oucb \)crfc^icbcuc glac^)cncinl^e{tcu, alö: du a bratm ctlc , Cuabrat* 
fu§, CuabratjoU, Cuabratlinie, Oua bratmeter u. f. m., 
njetdjc nichts anbercö ald Ouabratc fliib, beten «Seite eine ÜJleile, ein 
ein ^oü, eine $inic, ein iDictcr w. f. w. ift. 

giq. 63 ift ein Ouabvatjoll (1 □"), gt(i. 04 ift eine Ouabratlinie 
(lD"0 altfranjerifcbcd l^ianp; jsifl- 65 ift ein Onabratcentimeter (1 



gig. G3. rtic^. GG. 




OZic^tä ift nac^ bicfcr ©rflärunfl leichter, ald bcn ^nMt eincd lang^ 
liefen 9iedJtccfö ju finben, ivenn bie ©runbUuie unb bic .&ö^c, burc^ bie 
Längeneinheit gemeffen, (Ic^ gerabe in ganjen 3a!)len audbrürfcn Iä§t. 
(Eä fei j. 33. bie @runblinie eined länglidjen SRcc^terfd (gig. 66) gleich 3 
Zentimetern, bie ^if)t 5«^™, fo ifl Hat, ba§ man auf ber @runb^ 
linte brei Ouabrate nebeneinanber fiellen fann, bereu jebe^ ein Sentit 
meter breit unb ein Zentimeter if^. (Solcher SRei^en öon brei Qua* 
bratccntimetern mu§ man aber fünf auf cinanber fe^cu, bid man baö ganje 
längliche fHtä^M mit Duabratcentimctern auögcfünt ^at; bad längliche* 
fSitd)itä, gig.66, enthält aIfo3X5 ober 15 Duabratcentimcter. 2öäre bic 
©runblinie 4, bie ^ö^e 9 3ofl, fo icäre ber ^n^alt 4 X ^ = 36 Oua^ 
bratjoü. üJlan finbet a(fo ben ^n^alt eine« Idugltdjen dit^t^ 
ecfö, wenn man bie ©runblinie mit ber ^ö^e multiplicir t. 

SÖenben wir bied auf bic ^n^altdberec^nung öon Ouabraten an, 
fo finben wir, in wetd^em S3erf)dltuip bic oerfc^)iebcnen gldt^enmaag* 
Einheiten eincö SD^aag-'Spftemd fte^cn. 3ft bie ©citc cined Ouabra« 
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2 B 4 5 6 10, 

4 9 16 25 S6 m 

^^er ^Mihalt ber Ounbrate iiinnut (ttfo nicfct tu bcnifelbcn SScrbatt-- 
niffe mi bie <8ctUu , füuberu im ^ec^äUut§ bet fetten ^otetticu 
ber ©ettenlAngett. 

IDaffelBe güt <tu(^ für löuqlic^e fRtä^Mt. ^er 3n^alt eine« Idttg^ 
Ucfcen 0?edjtccf'5, beijcn (^runblttitc a, bcfjcn .^öfte 6 ift, ift a X 1 
)2Bau bie (^ruubUuie 2u, bie ^oi)t 2b, alfa bü^|)elt fo gro| ald m- '- 
f^, fo »A?e bec 3itMt 2a X = 4a6^ affo i»ietma( fo gfof ol4 1 
ber fntt^tre 3n^a(t. SDerben bie Seiten eine^ Tandti<!Nn ^tö^itdd fe# j 
mal fü gro§, fo wirb fein ^nl^alt fecbö unb breiptq mal grog, aU er | 
loar; merben bie BtiUn gc^nmat fo gro^i fo toicb bei ^^n^HKÜ 
^ttitbertfa^e u. f. to. 

3ft bie Seite eine« Onabwt« Va'S fo tfl fein 3ul)alt ^AO^ b. 6. 
\>icr Cuabratc, bereu <Seite Va" ^f^' wad)en einen Onabrn^üH auf 
(Iben fo: koenu bie Seite etned Ouabiaid Vio'' il^ fo i^ f^^» 3nt<^t 
Vio X Vio = Vioo 

3ebe Seite eine« Qwabvatccniimctcrö cöiö- ift 1^ 2)ltnimet(t 
St«. G7. ^^^^^Qf 3n^<^(t biefe« Duabcatc« alfo 10 X 1-^ ob« 
Hgj^ l 100 □SRilUmetcf; ebenfo fann man flc^ (eic^t tübetiengct 
H^H ba§ ein Onabratbecimetei 100 DuabYatcentimeter enthält; 

M. f. ». 

1 □«» = lOOO"*" 

1 ~ iood«^«» iooood"" 

ülfi) an4 

1 Dnim— 0,01 = 0,0001 zs: 0,000001 O» 

1 = 0,01 = o,oooia» 

1 0,01 

ilub bemna4 att(b 

327,835786d« == 327D» 88d*»» 57d«» 86D»» 

08273916a"»™— 58D» 27a«i«» 16D"« 

^ur4 öl^ntic^e ^eifj^^le müffen biefe SSebuctionen ^t}^M% delftnfig 
()emaci)t »erben. $(uf ä^nlt(^e IBeife m^leic^e man bie gta^enntaaf« 

(§inl;eit<;n, loeld^e beu i^dugeuciul^eiteu bed ^«^uti^etiigeu gu^maa^ed ent- 
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fpre(&cit; unb biefe aUbaun toUbtx mit ben S(a(^eumaa$«@iu^€iten bed 

SGDie Did DnabfatanHmcief ^ai ein Babif^ev (fi^weigeHf^er) Quo« 
brdtgoV, »ic t)ict Oiiflbtdtbedmetcr ciit^au ein Babifc^cr Duabratfup u.f. tü.? 

53ci ben dltcrcu gu§maa§en tft bic ^^uobccimrtlt^cüunö burc^gcfu^rt; 
ed ifl alfo 1 guS gUic^ 12 doQ, 1 Bott glci4^ 12 mim v.f.w. ^nu 
na«! ait(( ffir bad 3)ttobecimaImaa| 

ID' = 12 X 12 == 144D" = 144 . 12 = 1728a'" 

68. gi9.6d ßeat einen in I440uabrotltnien ^t* 

tUiUtn OttObratgolI (attfrangopfc^c« SRaag) b«r. 

Der FIftcheninhalt länglicher Rechtecke. 3 
3Bcnu man bcu Su^alt eiiud Iai^lid)cu Oicc^tccfd 
berecbneu miü, fo muf man etfl biei^tunbliniennb 
biti^d^e in einer unb berfelben (Sinl^eit an^brftd^n. 
(5ä fei 33. bte®nmblmtc 2'^™3«'»4™ra tte^)el)e 
3dm 7cm 2m«>; toiü imn ^nuibUuie unb J^d^e 
in aJliUinieiein audbrücten unb bann muUi|>lictun, fo erlitt man 
ben 3u^U in jQuabvatmiHimeietn aitde^^tdift. ^ie ^vunbfinie tfl 
284~ bte ^öbe 372°»«°, alfo bcr Sn^alt 234 X 372 = 87048 
?n ecnttmefern auSflebnlrft, tft bte ©rnnbUuie 23,4«=", bie J&ö^e 37^«", 
fllfo bec 3n^att 23,4 X 37,2 = 870,480«». Sn 2)ecimetertt au9^u 
htm, ift bie @ninblinie 2,34«» bie JE>ö^e 3,72«», alfo ber 3n^aU 2,34 
X 3,72 = 8,7048 □d'n. 3)iefe brci 9?efuUate fltmmen aber i>onfommcn 
ttberein, bcnn ed tft 8,7048 D«!™ = 870,48 D^«^ = 87048a*™. 

^ie erog ift betSn^^alt folgenber längliff^en dtec^tede, bereu ^nb» 
Knie mit g, unb bereu mit h begei^net ijl? 



I ■ ^ 

4- 4 ^ ■ 
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1. 


3cm 






2. 


5dm 




8dm 7mm 


3. 


im 




2m 5dm gern 



2Bie 9ro§ ift ber 3n^alt biefer läii^U^tn 9ie(^te(fe in babif(^em 
SuRutaag audacbrücft? 
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%&t ^obfciwalntaafe ift bie aiebttction auf eine unb biefelbe ^än- 
geneinl^eit etma« titniHnblic^^ej:, inbem man, ttm auf bie nä^ft ^d^ere 
obcc bie nä^\t tiefere ^nge«cin^eit |tt lebucireti, mit 12 mtttti|>li€iren 
obn H«{bh:ctt vmf. 45« fei ). fftt än Un%lU^ ate^M ^=3" 2^, 
A=55"9"', fo ftttttt man bie «dngen eutweber ö«n§ in Bollen ober gaiij 
in ^initn auöbrücfen. 3m eifJcrcn galle ni^ält man — 3 «/j, =3,166" 
ttttb A ^ 5 + Vis = ö#7ö", mithin 18,2045 Q 

mt iß bet Stt^aft ben fofdeitben (anglii^eii flüe^tetfe, btrcs 
Cetten üi )>teu$if(|iem !0laa$ audgebcudt ftnb? 



3cbed ^robuct iweier @röfen, n>ie a X ^/ ^öt boi Snl^att eine» 
Un^U^n fftt^U<t» bar, beffeit eine @ette a, beffeit aubete ( ift. ISbenfo 
ßellt ben 3n^att eilte» <m» ber Seite a conftruirtcn Duabrate-^ iMr 

SBenn ber ^nbalt unb bte .g)ö^e eiued län^ii^tn fHc^Mt^ gcgcbeii 
flnb, fiiibct man bie t^ruuDUnie, »enn man mit be« .&d^e in ben 3»* 
^alt bimti. Sabei if) no^ |n bemetfen, baf bie <^0l^e but# bte 
geneitti^ett ondgebrililt fein mnf , tuel^e ber gläc^encinbcit entfpric^t, in 
m\d)a bcr %mi an^thxMt tft. Sfl bei; Snl^alt in Duabwt^ 
ioUen aueßebrucit, fo mu^ au^ bie ^^e in Sollen anßgebcücft fein; ber 
defnnbene Dnotieni iß bam bie in berfelben 4Sinl^eit audgebräae 
®Tttnb(inie. 

^^>eufo pnbct man bie ^ö^e, »enn man mit ber ©mnbUnie in 
ben Sn^alt bicibirt. 

Sie eeo^ ifl bie «dl^e for^ettbet «ei^tetfe, beeen 3n^att J, nnb 
beten €^ennblinie g gegeben iß? 



1. 

2. 
3. 



2' 8'' 1"' 



12" S'" 

3' 6" 2"' 
6' 3'' i/** 
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IBIe ^ro^ tft bie ©ruttbltnie folgenbet Ke^^tede, bmn ^uBalt J, 
uub Dereu ^o^e A in preu^ifcbem 9Raaß auögcbriicft 
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J^ft bie si^eite eiuci^ Duabratcd ^Uui) bet 3uumie jwcicr ^initn Ä 
uiib i^, fo ift fein ^nl^^att 

(. 1 4- ) X C ' 1 f ^) (-^ + ^ ^1^ 4- 2 . .4 . i5 -[- 7? 2 ; 

bae ^anit Dnabtat befielt au9 bem Ouabrate bev ^init A, bcttt Om* 
brate ber ^inie B unb gtoei (anglic^eu Stet^tcifen, bereit leiten A nnb 

I? iinb, wU bieö gtq. 69 eilautcit, in meieret .1 =r 30"^, J3 = 7«» 

tft. $DaS Ouabrat ton 37 befielt 
in ber X^at and ben Quabraten t)on 
30^ bem boppelten ^robncte i9on 30 
uuD 7 unb bem Duabrate öon 7 
(900 2.210 + 49> 

i^ier mng ne^ q,an^ befonberd 
bie Uebereinftimmun^ ber ^eometrl^ 
fdn-ü (iouilniction mit Ccr '^ilbunft 
bec Ouabrate ^weit^etUftec Sur^cln 
^ B ^cri»or((e^obett meiben. 

Lehrsatz. ^;iaraUciP|]ramme i)ou öUic^cr ©ruttbllnie Uttb 35 

4* 



B 



AB 



ß' 
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9eweid. (56 feien abed \mh cd (jf C^i^. 10) ^tüti^axa^ttU^tttmmt, 
welche bie gemeinf(^aftU(^e ©cunbltute cd haben; bn§ beibe ßleicbc.pö^e 

9^ 70» ]{^abrn, eifennt man bavan, bag btc 

Jb ,ß, leiten ab nnb wet^e bet 

©ntnbtinie gegenil^CTWegen , In 
einet niitßi/paraflelen^inie Hegen. 
Qic^i man b/f fo ent^e^t eincDicp 
fciH^e ae<i^. . iRimint man 
»un biefer bnd $)reietf aef »eg, 
,/ . fc bleibt baö ^^aralleiegramm crf*;/ 

<1 ühxi^; nimmt man aber ^en acdg 

ha^^xtM bdg m%, fa HciM ba#$afalCeIo0Yamma6c<2 fibri^. 9hin ifl 
aber bad IDveieti ac/ gleich beut iDteied ^(f^r, benn 

ac = 6<i j ^« 

^rtc/ = ^^(/^ 8. 

^ acf =z ^ bä,j CiL). 

SDlag man alf« bad ^retcd acf ober bad ^ceiecf bdg »on a«<I^ 
me^ne^meu, fo mn$ bo^ gleich oiel nbrig Mciben^ foIftIi<|» 

$)a nnn afle ^paraflelogramme »on glcidjer ©runblinie unb ^ö^c 
^lei4^ gcog {inb, fo b^^ben fie anc^^ benfelben giäcbeninbalt mte ein tdng' 
liilbed d^cff^tetf, melcbee biefetbe ©ranbtinie nnb ^h\^t ^at. SRan finbet 
be?nna(fc ben 3n^alt eined ^Jaralleloftrammd, wenn mou bie 
©runblinie mit bct ^)öl^e mnitiplicitt. 

SBe^eicbnen mit mit g bie ^cunblinle, mit h bie .^dbe unb mit J 
ben glAilenitt^alt cined ^araUetogramm^, fo bemnai^ 

J = gk 

3nr Uebung berechne mau beu ^tib^It mebcerer bec oben conirruip 
teu ^araHetoftcamme. 
36 Flächeniiihalt der Dreiecke, ffiie oben |. 24 dejeigt mnrbe, lit 

jebfÄ$)rctctf bte.f)alfte eineö ^arafleloi^rammd, weltbeö biefclbc ©runblinie 
unb ^el)c bat ^lan berechnet alfo bcu j^lac^euinbalt eiuc£» ^reiecfd uaeb 
bet gormel , (fh 

ober in Sorten; mon ftnbet ben ^ul^alt einea ^retetf», »enn 

man bie ^runbliuu mit ber ^Vs^t multi|ptictrt unb bad ge« 
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fttititne $f obttci hut^ 2 biotbict, obc( baffelbe ifl, »enn 
«an bfe €^runbHnie mit Ut falben <&6^e, ober bie mit 
bcr ffdiUn iSfrunblittie mitTi{)»(icift. 

!I}?nn berecfcue bcn Sui^viü mc^mcr bcr oben conftrutrtcn X^rciccfe. 

SDit^itivt man mit bet falben ©runbliuie in beu 3nf)att, fo ci^ält 
man bie «l^d^e bed ^reiedd; btt9ibitt man mit hti falben .^j^^e in brn 
Snl^It, fo tt^U man bie ®tnnblinie. 

Flächeninhalt der Vielecke. ^t\)U SSicIecf, ed mag eine gorm 37 
boben, n)el(^)c mnn ivtfl, tä§t pd) burd» JJiagonolcn in 2)rcie(!e jerlc^cu. 
Seffc^nct man nun bcn 3ul)alt eincd ieben biefcr JDwiede für ftd), fo 
finbet man benSnl^alt be^^ieUdd, wenn man bie^nbaltc htt ciujetncn 
^ceie<fe abbitt. 

3ur Hebung lü^nt man mehrere gauj beliebige 5)icUde uuD bu 
ftimme ibren ^u^alt. 

SBcnben mit bied i^crfal^ven auf ein $aYaUe(tea)»e| an: bie eine 

bet beiben ^avalleten Seiten (8i0.71) 

fei ^, bie anbere , ibte @ntfer* 
nung oon einanber 3tf^t man 
eine diagonale, fo entfielen ^voti 
^leiede; g ifi bie <9mnb(inie M 
einen, h feine ^of^c; bie ^ntnblinie 
be*^ anbern ift g' , feine JpcU;>c eku> 
faad k ^ii ^nbalt bed erßen ^(ci^ 

ecf^ i|1 beuiua^^, bei ^\\i)alt bcö aubem folöU4> bcr 3nbalt bet 

gansen Siflu« ^ + = f^"^^* *^f^ 3»*«« 

eined ^ataUeltca^e^ed, wenn man bie Hn^t bet beiben ^arattelen Seiten 
obHft, )»on biefee Snmme bie $d(fte nimmti nnb bann mit ber Sg^t^t 

üiuUiplictrt. 

flächeninhalt regelmässiger Vielecke. ^tt gldc^enin^alt 38 
ugetmigigec ^iclecte \&it fi<^ no(^ auf eine einfachere, aH bie eben 
angegebene Seife beßimmen, benn menn man i»on bem 9IRitte()>nntte 
aiaWen na^ ben (Scf|»ttn!ten giebt, fo mieb ba« Dieted in eben fo 

öicl gleiche 2)reiecfc jerlcgt, aU e^ ©eitcn ^öt. 3(1 alfo ntir cfnmaT 
ber 3nbalt eincä fülc^en Dteiedd beflimmt, fo finbet mau burc^ emc 
Steltipticaiion ben Snbalt be0 ganzen U^itUä^. <5d fei n bie Sln^ 
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54 gIä(^enmi>aI«^Sere(f)nung. 

iai)l ber <Scitcn beö mUdi, s eine 5Jiclec!öfcite, h ein »om SKittcI* 

9 h 

^unlit auf bie 33ieledefcitc gefäntcS ^er^jcnbifel, fo ifl y bcv 3n* 

^alt ciucd Z\)tilbxtUd^ unb mithin bcr Sn^alt bcr ganscu gigur ; 

n.8 Ift aber ber Umfanö bcr giflur, bcjcit^jncn wir bcnfelbcu mit u, fo 

iji atfo bcr Inhalt bcr giflur ^ , b. ^. man pubct bcn Sn^att cincö 

regelmäßigen SSielecfd, n>enn man bcn Umfang mit bem aud bem ÜJlittcI^ 
pnnfte auf eine 33ielecfdfeite gefällten ^er^enbifcl muUiplicirt unb baö 
^robuct bur(^ 2 biöibirt; ober aut^, wenn man bcn l^alben Umfang mit 
bicfem ^Jerpenbifel, ober bad ^albe iper^jcnbifcl mit bem Umfange muai;^ 
plicirt. 



^iebented jtapitel. 



39 Bedingnngen der Aehnliohkeit. 3n §. 9 ifl gezeigt roorben, 
ba§ cd fünf gäfle giebt, in benen ein Dreiecf burc^ brei ©tüde beftimmt 
ift, unter benen fid) aber wenigftend eine ©eite befinben mu§. 2lu(^ fann 
man bie ©leic^^eit iroeier $)reie(fe nur bann beweifcn, wenn man aufer 
ber ©leic^^eit ber entfpret^enben SCÖinfel nac^jmeifen fann, ba§ eine (Seite 
be0 einen ber entfprec^enben Seite bcd anberen glei(^ ift. ^\ix^ bie brei 
^infel ift ein ^Dreiecf noc^ nic^t beftimmt, cd fönnen bemnac^ in gmei 
SDreiecfen bie entfpre(^enben Söinfel gleic|> fein, o^ne ba§ cd beö^alb aud) 
bie entfpre^enbcn Seiten finb. 3wei 2)reie(fe nun, in welchen bie entfpre* 
c^enben SÖinfel gleit^, aber bie entfprc(^>enben Seiten ni^i gleich finb, flnb 
einanber ä\)n\i6). Um alfo bie ^e^nli(^!eit gmeier ^reiecfe na^^gu^ 
weifen, ^at man nur bie ®lei(^^eit ber entfprec^enben Stnfel gu geigen. 
3)ie beiben 2)reiecfe gig. 72 unb gig. 73 flnb äf)nlid), weil jeber SGÖinfcl 
bed einen bem gleich begei(^neten ^infel bed anberen ^reiedd gleic^) iß. 
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Söcfanntlirf) ift ber brttte SDtnfel eineä S^teicd^ bux6) bic (^to^c bei 
beibcn anbeten beftimmt, iubem bie b(ei Sintel sufammengenommen 




Sift. 73. 



^luei 3kc|)te betragen muffen. Slmn man alfo nur na^^weifen, baf i»ei 
iüiufet eines ?Dreie(fö ben beiben entfprec^enben 2Biu!eln eine0 anbeten 
glei^ jinb, fo ui^i bied f4>on ^in, bie üt^idi^tii btt UiUn iDceieäe 
|tt Betveifen, btnn at^bantt if^ üitd^ ber bvitie SBinfel iti beiben fitiü^, 
jpdttc man 93. imtx $)reiede, beten jebe« einen SBinfel »on 50« nnb 
einen öon 100° enthalt, fo finb f!e äi^nUö), benn in btefem gaHe fmb 
alle IlBintel bed einen ben entf|>ie4enben Sinteln bed anbeten %Ui^; 
Ux bTitfe SBinM wug in iebem bet beiben ^Dreieife 30o fein. 

3ui Uebung conflmite man folgenbe fe(^d ^tMt, unb be^mme 
oldbann, n^elc^e betfelben einanbet ä^nlicb finb. 



a 


B 




a 


B 






900 


400 


2" 4'" 


600 


500 




1150 


400 




600 


500 


V* 


900 


400 




1150 


400 



Proportionalität der SeiteiL mtm bie beiben ^eiede (Sig. 74 ^ 
ttnb9ig.75 a.f.^0; beten Letten mit a, b itnb c; a, h itnb e be§ei4|nel 

fmb, Ä^nltd^ wenn ferner bie (Seite a ber fünfte ^I^cil ber Seite a i% 
fo mu§ auc^ b = Vs^ wnb c=^l^c fein. Um bicfe Se^au|)tttng gu bereifen, 
I trage man bie ^ite a fünfmal auf a auf, fo ba§ de^ef = fg = gh 
I =Af:^a, wa9 febenfatt« mh^fi^ ift, ba berSotan^febitnd nad^ a^^j^a 
fein f oll. 5)ur(|> ieben ber^Pnnfte e, ^ nnb Äjiei^e man eine £inie<)arallel 
mit c. IDtefe öier Stnien fdjnetben bie Sinie h in ben fünften h, l, n 
unb p. 3ie^t man nun fetnet bnr^ bie fünfte 1, n nnb p bie Linien 

V 
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56. 



km, lo, nq itnb pr mit a pataM, fo cittfle^it tnt IDrekde dke, klm, 
Ion, nq^ uut prs^ welche fcwo^l unter fl(J, Attf^ bau 5)tded 




^ig. 74 gletc^ finb (»amm? »itb bn ^tfer »o^I ol^ne ^toUxi^Uii 
m^mi\tn fcuucu). 

^ud bet ^kiä^f^tit biefec ^tciede folgt aber nun, ba$ = ^2 
= ln = np= ps, baf alfo toitflii^ b = ^« S^ncf folgt aud ber 
©Icic^^cit tiefer $)reiecfe, ba§ = ?m = «o = = «r = c iji. 
IDft nun ferner au^ »w/ = Are = c, fo i[| Z/ = 2 r , folglich ift auA 
o^r = 2f unb ng=z 3e, unb fo toeitci f^Uegenb, etgiebt fiiif eitblti^ 
ait<f», baf si ober o = 5 1, u>fe oben U^npitt »uf be. 

ffl&te a Vsr V«/ Ve ^ bon a gmcfeit, fo loftrbe au^^ b % 

Vi/ V« ~ ^^^^ wnb ( ber 3tc, 4tc, 6te ... nit Xi)til öou c ge* 

»efen fein, n?aS fl^ ««f We eben burcbgefubtte Htt Bcweifett W§t. 

2)iffer Icipt fic^ in SBiutni i]auj ali^emetn fo au-^briicfen: 

äöenn j»ei 3)reie(fe einanbcr dl^ntic^ finb, unb bie eine <Scite 
hu Ucineren ifi itgetib ein aliquottt Z^til Ut entfixec^eubcn 
®titt bcd gr^^even ^vefetfd, fo betragen au^ bie anbeven 
©eilen beö fleiueieu ^Dreiedö Oen eben fo Diclfieu ^^eil bei 
etttf^>je^cnbe n Letten bed großen. 

^ beiben ^tiU<U Imn (gig. 77) unb opq (gig. 78) feien 

8ig. 77. gig. 78. 




I 
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äbulic^. Senn fi(^ nun He (^runbUnie Im ^^eti^dlt wie 3:5, fo 

In : 0^ S : 5 

itnb 

mn : = 3 : 5. 

Hm bie^ }u BeweifeU; t^eik man tie ©runblinie op in fünf ^leidje 
fl^eile, tfl o« = y^op, nlfo oä = Zw. 5Du((^ jeben bet X^>eil* 
)>ttnfte auf op |ie^e man eine i^nie iKitanet mit pg; biefe Linien t^eilen 
oq in fünf gleiche 2:^eite, «nb ba or bwi biefcr Zf^tiU Betrögt, fo 
^A(t oriog = ^ : 5. (5:benfo leidet ifi aiu^ öligen, ba9 rsipq 
= 3:5, tubem, tele au^3 beu vx^rigen 9^ummern folgt, ra bteimal unb 
pq fünfmal fo gto^ ifl^ aU bie i^inie, ml^t bttf4 ttAd^ o ineffl 
felgenben ^l^etl^nnft be? ©rnnblinie mit pq parallel gebogen ift. 9üt ' 
Biiicn bed 2^reiec!d ors ijerBaltcn fid) alfü ben entfprecBcnbcn Letten 
tc6 ^xcitdfi opq mt 3 : r>; ba aber, wie ju bcweifen tft, bad 
iDreted Imn = A o^'f fo i^t^^n alfo an«^ atte ^iten be« S)eeie(t4 
Imn gti ben entfprec^enben bed^reiecfd opq in bem 193er|^dftni$ t>on 3 : 5. 

^lan conflrutre jnjet ähnliche ^xtität, beten ©rnnbttnicn fic^ üer^ 
galten wie 4 : 7, unb beweife auf bie eben bnrc^gefü^rte Seife, ba| 
an^ bie anbeten einanber entf|>recbettben ©eiten beibev ^reietfe in bem^ 
felben Ser^&ftni^ fielen. 

2luf bie angeführte 2lrt la§t fi^ immer beweifeu, bn§ wenn jwei 
^xtMt a^ntic^ finb, aUe leiten bed einen in bemfelben Sßtu 
^liniffe |u ben entf^ie^enben leiten be« anbeten flehen. 
Sejeic^ucn n?ir mit a, b unb c bie hei (Seiten bed einen, mit b unb 
e bie brei Seiten bed anberen, unb gwar fo, bap glei4^e $tt(^|mben tnU 
fprec^enben leiten ange^dren, fo iß bemna^ 

a : a = 6 : b (1) 

: a = f : f (2) 

9ltt9 bet Se^re i»on ben $ro|)orHonen ifl befannt, ba$ man bie 
mtttfefen i^Cteber einer geometrif^en Proportion mit einanber «er^ 

taujd^eu fann, ohnt ba^ babnrc^ bie Oiic^tigfeit ber ^-^U'-'P^^i^^'-^u geftört 
mirb. ^ud ben beiben ^coportionen 1 unb 2 jie^t man bnrc^ biefe 
^iertanffl^ung 

a : fr = a : b 

a : c = a : t. 

^enn alfo ^wet ^stUdt d^niict^ {inb| fo {Ic^en ie ^»ei leiten bH 
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einen unter einanbeT in bf mfelbcn SBerl^ftttiti?, \n welkem tie bcnMben 

entl^Jicc^cubcn (Seiten M «nbcren cinanber fithtn. 

®o stellt man aud htt ^f^nU^Uit bcc^rciede unb 8tg.7ö 

im j o|> Zn I oq 



Im 
In 



P 

oq =: 



m7i 



mn 



: pq 
: pq 




ttttb btttf^ bie ^ettauf^ung bet ntittUten ©liebet 

lin xln = op i oq 
Im ! i»n=: op ; />g 

Ifi : mn— oq : pq. 

41 Aii|B»be. eine gegebeue gerabe ^inie in beliebig 9ieU gUt^e 
Xl^eile iit t^eilen. 

§•0. 76. . ^0 Httfiöfung. ^ie^nie ah 

76) fei in ^uhni gleiche 
il^eiU i^eilen. ^Hian ^ie^e 
bttt^ ben einen <lhtb)>ttnlia bee 
gegebenen i^inie eine €inie ae 
in beliebiger 9?t(^tung uub s;cn 
unbcfrimmtec ^änge, trage 
bann oon a an (iebenmal eine 
beKebige iS&nge ad auf, fo bap 
= = ef =s f(f tt. f. ». 3iebt man nnn »on * no^ h nnb mit 
kb parallel iiinien bwrc^ bie Q3unfte d, e, f, g, h nnb i, fo ti)ükn btcfc 
bie ^inie ab in ft^^ben gleic|^e Xl^eile. 5De( ^e»eid ergiebt {14» Ui4»t aud 
bem oofigen ißacagro^^en. 

42 Der tauaendthoiligo Maassstab. 2lnf bie in ben legten ^ara(^ra^ 
|)^»cn befproc^enen ^ci^e grunbet fitb bic ßonftruction beö fogcnannten 
iattfenbt^eiltgenS)laaS{labed, we^et geflatiet, ^Angen bie auf Untep 
abt^eilnngen (etwa Vio Linien) genau sn mejfeni me1i(e |tt Hein finb, M 
ba§ man (Ic unmitielbar anf eine gewbe ?inie anfiragen Wnnte. gig. 79 
fttUt ein ©tiicf eine^ foTcben ^O^Aiapftaled (babif^eSoHc im b Lünten) bar. 
5Der ^aa$|tab befte^t nic^t aud einer einzigen getl^eiUen ^inie, fonbern 
ce Wieb bttt^ 11 um eine i^nie bou einanbee abflef^enbe ^oeii^ntattinieu 
gebilbet. SDie ganzen QoUt ftnb «on bev oben unb unten mit 0 bejeic^* 
netcn QSerttcalUnie redjtä gejäbU (uub ^wac eiü^aU nnfere gigur 
beren nur no^ in ber Siegel ber Sßaagflab 9on 0 an 
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no(^ 10 3on migt), bic Linien aber mä) ber fiiiifen. Der Icfetc 3i?n 
\)on 0 nn liufd ift nämli(^ auf bcr obctftcn unb auf bcr unterfteu ^o* 
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Jl'q. 80. 



ri^ontallinic in 10 gleiche X^cile gct^eilt, aUbann aber i\t üon bcm 
3:^eilpunfte 1 ouf ber obcrftcn ^orijontnlen eine fdjräge Siute nac^ 0 
auf bcr unterflen ßc^oßcn unb mit bicfcr ^jaraücl bann ttjeiter 

üou 2 oben nad) 1 unten 

•» 4 i> »3 » 
■ 5 B «4 0 
u. f. w. ^uf bicfc SBcife entfte^cn auf beiben ^Seiten bcö tu 
Linien qet()eilten 3oflc'3 ficine fpifec JDretcrfe »on l".5)o^e unb 
1'" ^Safiö, üon benen bad rechter J£)anb gig. 80 für fi(^ anctn 
gejei^net ift. ^Diefcö ^Brciecf n?irb nun öon ben ^origontalcn 
^inkn burc^fc^nitten, oon benen mx bie aöeruntcrfte mit 0, 
bie nd(^fie mit 1, bie folgenbe mit 2 u. f. w., bie oberfte 
enblic^ mit 10 bejeic^nen njoflen. ^Diejenige Sönge biefer 
horizontalen, welt^e jwifc^cn bie »erticale bc (00 in gig. 79) 
einerfeits unb bie fc^nige ac anbererfeitä fatlt, i[l nun 
für bie JporiiontaUinie 1 gle{(|> 0,1"' 
, . . I» 2 . 0,2'" 

» » » d • 0,3' 

» > > 4 t 0,4' 

u. f. man fann alfo auf biefem SDiaagflab bid auf Vio ^inie genau 
meffcn, nur mug man bie üJleffung auf ber entfprec^enben ^)orijontaU 
linie »orne^men unb gwar auf ber »^orijontallinie 1, 2, 3 ... 9, wenn 
Vio, Vio, Vio . . • Vio «inic absumcffen ifr 

(Sd fei a. ö. bie ?ange 1" 4,7"' abgumeffen, fo ^at man ingig.79 
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(luf bcr J^ortjontaUtute 7 bic Sange ncbmcn jwtfd^en ber oben mtt ' 
1 bezeichneten ^erticnUtnie unb ber unten mit 4 bezeichneten fchrägen. 
5)ic (Snbpunfte biefet Sänge flnb in nnferer gignr mit X bezeichnet. 
2)er 2(bftanb ber bciben in uufercr gigur mit ♦ bezcid)neten ^fünfte ift 
2" 5,4'". 5)ie Sänge 1" 8,1'" ift anf bcr vgtorijontaUinie 1 in ber 23eifc 
abzugreifen, wie eö burch einen fleincn Ouerftricb / bezeichnet ift. 

3ur Uebung greife man mit bem S^xUi auf obigem SDZaa^ftab ob: 

0,7''' 1" 3,9"' 

5,3"' 1" 9,2"' 

8,8'" 2" 1,0'" 
43 Der Nonius. 6inc anbere QSorrichtung, ivclchc bazu bient, Sängen 
bi^ auf ftcinc Untcrabtbeilnngen genau ju mcffcn, ift ber 9Uuiiud (nach 
feinem ^rfinbcr fo genannt), beffen Söcfcn barin bcftebt, ba§ Iäng<J ber , 
J&au^jttheilung ein ffeinered getheilted ^}lättchen, ber 9ZoniU'3, »erfchicb^ 
bar tft, bejfen Jlht'ilw»g 4)auv^ttheilung in folchcr ^Beziehung ftebt, 

ba§ bie Sänge »on 7i %\)t\Un ber ,!£)auptt^eilüng auf bem \>erfchicbbaren 
Jläfelchen in w -)- 1 ober n — 1 Xi^tik getheilt ift. 

2öir woflen bied an einem f^jecieflen 8cifpiel erläutern. 3n S^Ö-^l 
fei AB bie in ^Jarifer Sinien get^ciltc Jpaupttheilung; CD ift bcr 9^d* 

^iq. 81. 




niuö, iuelcher l^ier gcrabe fo gcftellt ifr, t)a§ ber ih^ilftrtch 0 M 9lo* 
niuS mit bem Xt)tii\txid) 12 ber Jpaupttheilung, ber ZU\\\ixi^ 10 bed 
9Zoniud aber mit bem Jlhcilftrich 21 ber ^aupttheilung zwfflwtmcnfätlt. 
üJlan übevrieht bei biefcr ^Stellung leicht, ba§ bie Sänge ijon 9"' bei 
J£)au^)ttheilung auf oem 9U>niud in 10 gleite Z\)t\k getheilt ed 
fmb alfo 

10 SRoniuötheile . = 9"' 
1 Ü^oniuötheil . = 9/,ö"' 
1 DJoniudthcil ift alfo um Vio ^inie Heiner ald T". 

®enn alfo irgenb ein 3:heil[trich beS ««oninö mit einem X^dlfixi^ 
ber ^aupttheilung zufammenfäHt, fo mirb üon biefem an gercchntt bet 
Ifte, 2te, 3te u. f. n>. Jlheilftrich beäüioniuä oom Ijten, 2ten, 3ien u. f.ro. 
2;heilftri(h ber ^au<)tthcilung um Vio, Vio/ Vio u. f. w. Sinie ahfttl^tn. 
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(So ift ^ 33. in giß. 81 bcr m^mh bcd 
ll^il|lcicl)d 1 bc^ 9ioutud \)om ^^cilftricö 13 ber ^jau^ptt^cilung 
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W. f. tt). 

2Dirb nun bcv S^oniud Icingd bcr ^jniipttbcilung ücrf^oben, fo fmn 
man für jebe (StcHitng beö 9?ontuä btö auf i/io gcunii angeben, 
n>ic njeit bic burc^ bcn 9hiflpunft bcd Dlonfuö bcjci^ncte Stcfle »om 
^luHpunfte ber 4)aupttf)ctlung abfrcM. 

3n gig. 82 g. ^ö. ftctit bcr Ohitlpunft bcd S^onhid jwifc^cn bcn 
3!^citftri^cu 10 unb 11 bcr Jpanptt^cilnng. @cl;t man aber \>om S^ufl^ 
punftc bcS 9^ontnö bcr Oiedjtcn, fo finbct man, ba§ bcr Zl)ti\)txid) 6 
be'3 9Zoniud mit einem ^T^cil^ric^ (nnb groar bcm Jlbcilftricfc IG) ber4)anpt^ 
tf)cilung jufammcnfallt. (5d ift alfo bcr 5(bftanb bcö 
Jlbeilftric^ö 5 bc§9?oniud com ^beilftric^ 15 bcr 4)anptt^eilun0 = 0,1'" 
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= 0,2'" 
= 0,3"' 
= 0,4 
= 0,5 
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3)ie in gig. 82 bnr(^ ben ^^uHpunft beö dlonhi^ bezeichnete <BMt 
ijt alfo 10,6'" oom 9^unpun!tc beä 9Zoniuö entfernt. 
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5?ei bcr StcHunfl, rcclc^c bcr Dioniud in gig. 83 gerabc einnimmt. 



62 



?lci>nn4)fc{t t>cr Dretccfe. 



2öic grü§ ifl bcr 2lbftnnb ber bctbcn ««unpuufte bei bcr in 
vcr^icicbnctcn (ötcflc bcd 9ZoniudV 




Um beim Unterricht bic ?lblcfunfl bcd Üieiiiuö cinsuübcu, ift ba^ 
SDlübcII einer folcbcn SSorrie^tung in ßrcpem SDlangftabc gu empfehlen, 
bei njclt^cr etwa bic Jpauptt^eilung in SoUcn anötjcfü^rt nnb auf bem 

85. ^ic^. 8G. 




1} 



9loninä bic %ä\\^t oon 9 ^aVitw in 10 (^Teiefcc Jlficilc 
gct()ciU ift, fo ba§ man 3et)uteIi3on bamit abicfcn tann. 
gig. 85 flcHt ein foId)e«3 in an^gcfn^rtcd üJ^obell 
in ' 'i.o ber natürlichen (SJrö§c bar. 2)cr 9Zoniuö ift auf 
einem Schieber aufgetragen, welcher Idngd bcr <5cl)icne 
hin nnb h^^ gefchebcn werben fann, auf welcher bic 
^)auptthcilung angebracht ifl. (^cfticbcr unb (Schiene 
hangen mittelft cined in einem ©chlifc ber (Schiene »cr^ 
fchicbbarcn (Stiftet gufammen, unb cd fann bcr (Schiebet 
mittelft ber Schraubenmutter n an jeber beliebigen ©teile 
ber 4)auptthcilung feftgefiellt werben. 2)ie 5lrt nnb 
2Deifc, wie beibc %\itiU gufammenhängen, ifl auÄ gig. 8G 
crfichtlich. ■ 

IDcr SiZonin« wirb bei .Qreiöthcitungen no^ ^w^tt angewanbt al« 
tci ^ängcntheilungcn. i«chmen,wir an, auf ber 4>auptthcilung fei bcr 
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@rab ncd) tu brei Xbetle ßetbctlt, fo tft ber Sechen ^wift^cn Je jlüet 
Ü^cit|Uic^>eu bei 4>fluptt^etlunfi ^kiö) ®rab =r 20 ÜJllnuten. ®cttn 
nun ber IBogen Don 19 ^l^lf^cl^en tut ^^^t^cKuitg auf bem 92i>iuttd 
in 20 ^iti^Xf^t gei^cili ifl, fo ifl ber Sogen sti>tfi(»eit }wei anfeituttu 
£>ct fcU]CHbc)i Jlbeilftttcben bed SRoniu^ 1/20 öon emcr 2(Btf)ctluna bct 
Jgjauptt^cUuug, al(o ber 20iuZi)cii »on 20aKinuten; man fann alfo bei 
bicfcc (Sitttic^tiittg mit ^ulfe bed 9lonht^ bid auf 1 SDlitiute ^euau ab^ 
lefen.' ^ad SBerl^Atini^ gmtf^en 9{oittud unb ^auptt^etfung ifl für »et^ 
fc|)iebenc 3nfttumc«te uic^t baj^elbe. 

▲ehnliohe Vielecke. Bwei $Bielc<fe a6c(;€ itnb^jSCI>J& (Si0.87 44 
unbgig. 8S) finb Ab^t^id^r >ventt aVe^Trietfc Al^nli^ finb, {n welche (lebun^ 



St0. 87. SJlft- 88. 




entfpret^cnb licaicubc "Diagonalen flct^cilt werben. Sollen bie günfecfe in 
git> 87 unb gig. äl^nlicb fein, fo tnug bad 5)reUd aie bem iDreied 
ii£<7, ferner ac<2 bem ^reietf ÄCD, nnb enb({<| ade bem 3)reUd 
iiPJ^ Ä^nli^ fein, biefcm gaHe aber \)at man 

ae : AC de : DC 
ae i AC = cb i CB 
ac t AC = ab : AB 

mQtauü folgt 

' de i BC = cb X CB = ab t AB 

ebenfo Ta§t fid^ au(^ geigen, baf bie leiten <2« unb ea %vi ben ©eitett 
2>i? nnb EA in bemfelben SBer^Afttiilfc flehen. 

SS^enn alfo gwei IBieUde einanber &^n(i^ finb, fo finb 
bie entf|»re#enben leiten |)roportiona(, b. 1^. alle leiten be« 
j einen SSicIecfi^ fu^en in gUid^em ißer^aütti^ iu ben etttf|>rc4>euben Seiten 
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64 9epnli(^feit ^er IDreicde« 

M antetett Sfl 8. dne ^eite bed fleineteit Vv ettifprcc^eitben 

^eiic im i^i^^cii, \o ficben alle (Seiten beS üciueii beii cutfprcctjcn* 
t>cn ©citen bcd örofcn in ,bcm SScr^ältntJ \)on 1 : 9. @tcbt eine Seite 
bcd ficitten i» btt enifpiec^cnben im grofen in htm Sßti^&iinii Don 
2:7, fo {ittb Alle ®dteit bed f leinen Vt ber enifipte^enbett ^tten be« 
anbeten Sieletfd. ^(iraitd foT^^t nnn aii($, bAf je ^roei ^iten be0 Heitien 
itrttcT ftci^ in bcmfelbcn ^cr^äitni^ [tc^en, mit bie beiben cutfprcc(^cnb(n 
^ ^iten bed großen UiUltdi. 

45 Bereohnang derDreieokflBeiten, .^ie $ti>||)ortionaffi6t bct leiten 
A^nlti^et $>teietfe liefert ein ÜRitiet, jtt?ei*€eiten einee 5>reierfd gti berrtb« 

ncn, wenn man nur eine Seite beiTelbeu unb bie brei ©fiten eiucd ähn^ 
lieben fennt. fei 5?. in einem ^)reie(t bie eine (Seite a — WOO', 
bie (Seiten b unb c unbefannt. iDie @eiten eincd anbeten IDreiecfd, wtU 
i^ed biefem abnlid^ \\t, feien mit a, b unb bejei^net, nnb gmae fo, 

ba§ bie cntf^}rec^enben ©eiten betber 3^incde mit öleicf?en S3uc^ftaben 
ht^ti6>nd finb. fei nun t/ = 4<^'", 6 = 1*^^, c = ö^™, fo (jat mau 
bie fpropoitionen 

a i b zs= a i hf 
ober, wenn man fAr a, b nnb a if^re Sertl)e fc^t, 

4 : 7 zrr iOOO : 

»oraud [vi) ergiebt 

k = ?^ = „50. 
4 

Gbenfo ^at man bie ipiopottion 
alfo 

4 : 5 = 1000 : t, . 

moraud ftc^ ergiebt 

4 

, ^ennt man bemnnc^ in einem fDreiecfe uuc eine (Seite nnb imi 
SBinfet, fo fonn man bie Un^t bei beiben anbeten leiten bntcb Sieib' 
nung fiuben, o^ne f!e birect {u meffen; benn ba man smei SBinfel bed 

5)reletfv$ fcnnt, fo fann man ein al)nliebcä auf ^cm Rapiere eonfauucu, 
bie ^iiu-n bcf[cUHn meffen, nnb bann auf bie eben angegebene SBeife 
bie nöU)ii3iu '^ßtppottionen anfeften. 

mdgen einige Qeifpiele btenen. ttie grc§ ßnb in fcU 
n bie Letten b nnb e? 
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a 


B 


C 


a 


1 


6" 


4524' 


60« 


300 


748' 


530 


680 


548' 


1150 


420 


93' 


1220 


310 




250 


1240 


6728^ 


210 


820 



mit B unb C bie äÜiufcl jut tecf)tcu unb linfcn bcifclbcii bcjetc^net pnb. 

SR ber oben aitge^cbeneti SBeife btbicnt man m bev SU^ntic^eÜ 
bet ^rdede, um i^Angen toe^nen, beten bitecte üReffung unmögli^ 
i\t, ivic bicsj uecl^ buid? bie folgcnbett Slufgaben näl^ct ciiautwl ujct^ 
bcn foTI. 

Stuf gäbe, ^ie $6^e eincd ^l^tttnted, eined ^aumed u. f. m. be# 
ftimmett, o^tte ben ®t;f>fet etfleigem 



2luflö i'u u^. 



ucl)men au, baf bcr ©egenflanb, bcffen ^lö^e 



befiiinmt iverbcn foQ, auf einer wagerecl^ten ^bene [te^e, unb baf man 

gtg. 89. 




90. bie ©ntfcnmng ugcnb cincd ^luuftey 89) 
* in bct j^Äjvijonialen (äbcue oon bcm fünfte 




fUmmen fdnne, beic fenfeecf^t uniee bem (^i|^fcl ^ 
liegt ^Diefe @n(fernnng AB fei 5. 9. dOCV. Sfhtn 

üiUc uuiii fid) tu -1 auf, unb meffc ben SCBtufct, beu bie burc^ baö ^lugc 
beä 8coba4^tC£ö nacj bem (>)ipfel be^^ Saumes ge^cnbe gerabe !i:iuie OS 
mit ber bur(|^ bad^ugefteUdteut^oniontalen^inie 0C7mai^ti biefeeSinfet 
fei 150. SiJutt (Ann man (eic^t auf bem^apieve ein^eeieit ocs, gig. 90, 

vrülfer, rSti» (Ikonutrlf nnt 6t«r««iiietri«. 6 
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conftruireii, ivclcbc^^ bem ^rctctf OOS ai^nlidi ift. T^ic ©amblinie oc 
fciefcd 5)mc(ld ip öoflfouimcn njiUfurlicf^, man mrtc|c ftc ^. 3". ^ei 
c fetK man ^^n^n tt^Hn S^itiUl an^ bei o dncn Eintet «>oti 15^, (« 
totrb bad 3)Yeu<! 00« bm ^eieif OOS dl^tili^ fein, wir ^aben 
bie ^(opoition 

oc:c« = OCiCS. 

^ man bieS^&nge auf bem^a^iefc meffen fonn^ fo ifl inbiefcr 

fPto^ortion nui uod) CS unbcfannt, unb fami alfo Icidjt bcudjuet jtc: 
bcu. 3^1 ^at man bonn no(6 bie J&ö^c O ^in^uinfügcn, um W 
^d^e bed iQauiitd |tt cv^alteit. ^an fft^ve bic l^itr atigebentetc B# 
itung unb fteiinnng an». 

^)tefe ?(ufgabe lagt au6) o^nc ©infclmeffun^ burc^ bic W-- 
fung ber ^fängc bc0 (Schattend (5fen. ©efe^t ben gaU, ber (^c^atien tee 
Sanmcd fei 132^ lang; ein @tab Don 4' .i^5^e »eife glei^ieitig einen 
®f|aiten «pn 7^ fo lann man bie Jq&U bedOanmed beve^nen, meilfii^ 

tc; ^tabfc^atteu jum^aumfc^atUu i^ei^aU, luie bie <3tab^i)^e im Saum* 
tidffe, alfo 

7(132 = 4:^;. 

5Ttifßn,bc. i£ic .^3obe eineö ^^erqci berechnen. 
StttfUfnnd. ^iefe Slttfgabe l&$t ^ nic^i loie bie ootige au^Afcn, 
»»eil man nic^i M |tt bem Vunfie C (gig. 91) ber ^oriaonlalm tSlau 



Sig. 91. 




mefen fann, hn ^ertieat nntee bem ^ipfct^nnfl D be0 Qergee ((e^. 

Um bic ?lnf;]atc ^11 löfcu, mcffc man eine ${nic ^5 (Safi^), ivelcüe 
in bct l^ori^outalen (äbenc liegt, auf mclc^cr ftrf; bct ^crg eitjebt, wnb 
wel^e mit D in einer ^eriicalebene liegt, fo a(fo, baf bie SBerlftn^ 
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ge^t, i9el((e vok mit G bejeiif^neii »Dllen. ^atauf meffe man Ut SlSin^ 

Ui, ivelc^c btc 53tj!rlimcn unb BD mit ber ^orisontalcu AC 
nta^en. 9fla(^bem biefc Slöinfcl gcwcffcu (Inb, ifl e6 leicht, auf bcm 
$apiete ein 5D(eie<t tu cpnfhuiren, ioel<tKd bem ^uiecf ABD 4l^nli<^ 
t{t; iß biee fiefc^^en, fo mlhn^m man bic ^tnnbUnie nnb f&tte oom 
©ipfel bcd 5)rcietf« «nf biefe SSetrlAnf^etttng ein ^Pcr^jcnbifcL fo cnt* 
fprici^t bicfea ter .^ö^e bcd Sergej. $)a man nitn alle ^iinitn auf bern 
^apiete mejfen faun, fo ift Uic|>t, bic ^)5(}e bur^ ^ro^jortioncn gn 
^ete^nen. ©efekt bengall; man l^abe gefnnben ^^==3000', 4,1) BC 
= 18^ JIDAC = 10», »ie ^oc^ ifl bet öetft? 

Huf gäbe, ^ie (Snifetnung itoeier Ovte A unb ^(gig. 92) su 
befHmmetti bie ntaii we^en eined gwif^en beiben (^t\%^tx^%\\ ^inbernijfed 



9i0* 98. 




bat meffen fann. 

5lnfli)fuih]. SlHan mcjji: bie 53ap ^li?, ^cu Leven aubcrcm ©nb^ 
fünfte mau auc^ nac^ C Dtflrcn fann; mcjfe alöbauu bie Siuftl 
OAB unb con^ite barauf auf bem SS^^vtxt ein SDieieä, wel« 

bem SDveM il^C A^nli^ ijt man alle Seiten biefed Keinen 
5)Teie(!#mcffcn fann, fo ifl cö nnnleic|>t, mittetflfpto|)ortionen fowol^I bie 
«angc <7il, al6 aut^ CB ju bcrct^ncii. ^i^ fei 500', 4 C^i> 80®, 
C-ßil^ 500, tpie gpoS ifl nnb CBt 

8luf fl.ab e. %\i <§utfernnnö iweiet iJJunfte -4 nnb (gi^. '^3 a. f. 

6" 
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|u ht^immn, »enn matt xotbtt bettt eitten no(| stt bem «ttbetet* l^in« 
gelten fotttt. 





eiuflöfun^. 3Jlan mcffe eine ^Bafta C/^, 
uüu beccu d^bputtftm aud man nac^ C unb 1> 
)>iflrett taitit. !Dldn mcffe aUbatttt bie SQSittM 
CDB, ACD uttb jB(7P, utib cott* 
fhitlfe iifl^ blefcn Sßfnfctn eine gigur, ml^t 
bcr >^iqur BDCA ÄljwXi^ \% ^ ^at man bic 
nütbti]cn Linien tiefer conf^ruittrn gigtit gcmef^ 
fett, fo fatttt man leicht beveif^itctt. 

9eii|}ermefrittt0 grd^ecetHitbevfbeffen bettft 
matt (1(1 eine Stetige au8gegci4>ueter fünfte burc^ 
93iflrtiuten \?erfe«nben unb fo ba« ganje Sanb 
mü einem ^teiecfSne^ bebecft ^etttt matt ttutt 
Mit tiefem gaitgett ^veiedettet nut eilte eittgige 
Sittie (bie 9af{9), aitMem abcT bie famntt^ 
K<^ftt®lnlel bee eht§elnen JDmede gcmcfTen ^at, 
fo fann man eine bcm ßtopeu ^Ticic (fettete d^nli^e ^Itfjitr auf bem q^a^ 
)puu entwerfen , in wel^ier man bann Uicfct aRe ©ciU» mcffen unb t«Ü 
^älfe bet:fdibm aldboim bie entf)pte<|ettbeii «Aitaeti be« ((fofftt ^reic^i' 
tteM bete^itett laittt. 

^0 ift ^. giQ. 94 bad ©ilb cined t>ott SR auf» et tu i« in 
lanb demeffenen 5)teie<!«ttefte«. $)ieÖafle 5Bioiitbe auf bcm ©fe eined 
gluffee eemrlTett uub 0ld* 7407 Xoifeu ^eftotteiu bicfe 53afi« 
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It^nt flc^ nun eine fkti^t »on ^uiedcti an, in »tlf^eii f6mmi(ic(c SBitiM 
C^ier aBfl^ill«^ tiut auf Spinnten gmau anoedeienX aBei lebte ^eite 

mc^r öciucifen mufbe. üJlan fanb 



im ^uie<f 


ben Fintel 


HA A 


Bei B gtci* 9« 80* 
» b . 77032' 


A Vir* 


bei £ gleich 102o42' 
* A » 23<»37' 


A IT 
AJ± G 


bei A ^tei^ 1120 21' 

» ^ >» 300 57' 


A TT Tt 


bei i/ alcicj 94« 54' 
» A > 53046' 


T> TT \r 


bei P ölei* 37« 22' 
. H .» 490I8' 


* PNQ 


» » Ö10 53' 


HCK 

* 


bei C gleich 100« 10' 
» H » 360 5' 


CKT 


bei C öteic^ 37« 9' 
» Ä » 1180 28' 



-Tiefe iDaia tetc^eu ^iu, um eine bem n^irflic^en iDceiecf^ne^c d'^n^ 
liffte giflttt |it iei^nen, in totU^tx man ade !^«inden meffen nnb bann 
bte eniA>ve^enbett tSnifemungen beö großen ^veieddneted bete^nen fann. 

mau etu^a öB gleich 6 ober 4 (SeniimeUru ma^t; beim 2(uftrageu bes . 
Sintel mit bem Sleand^poftettt fann mn nat&tU^ bie eina^lnen fOlinn^ 
teil nii^i genau, fonbern nuV na<$ o^n^efäl^ter @(^d6ung auftragen) , fo 
»irb man ffti tie \idii^c QT Q\)n^i\ü\)i Satl^ üon 54910 ^oifen 
linben« 
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gig. 95. 



Das TheodoUt. 3n bftt Mi^tii^tn SIufgaBen war wiebecl^ott 

einanber ntadjcn, oI)uc ba§ bie 
$l(t ttub ^cife ciflcirt tvoiOcn voatc, 
mie man eine fot^c äUeffuttg aue» 
führen faniv tttttn bcn t»erf4»iebcneit 

ju bicfcjji 3w«tf« biencnbcn 3itfhfii< 
mentcii tft iebcnfallö ba^ä 1 b e c b e l i t 
bad oonfommenfle. §1^.95 [teilt ein 
S^^eobolit oon mdglic^ßct (&inf<i^* 
f)tH in perfpedioifil^cf 9(nfi4>t, S^- 
9(iftcnt in größerem ^Jlaagfmbc im 
?(nfri§, nnb gwar jum il^eil im 
iDtti:(^f4^niU bar. 




^a« 3:^eoboItt befielet im SDe« 
fenttif^n an^gwei qetf^eiUenlhreifen, 
üon bencn bcr eine ücrtical, bcr an* 
berc ^crijontal ift. X)er ^Jerticalfrcid 
A ifl fammt bem gcrntol^f F an 
einer ^ori|i>ntaIen 9r( brfcfUflt, unb 
bcibe flnb um biefc i,nre brc^bar, fo 
bfl§ bic (^e^cnfcitigc ©teHung bcö 
get^eiiten ^etticalfrcifci^ nnb bed %txn- 
ro^rd fletd ungcänbect bleibt 
IDiefer get^eitte Itreid A wirb ber^^^enheid genannt, weit er ba|tt 
bient .^öftcnwinTe! ju meffen. 

3tt beiben leiten bed bre^bnrcn J^ö^cnfrcifed fmb fefte 9U>nicn / 
unb g angebrai^t. SBenn bad Snfhnmeni gehörig anfgefieUt nnb juftirt 
if, follen bie 9lull«»unrte ber 9lonien / unb g auf bie fünfte 0 unb 
180 ber Jlbettung be« ^ö^enfteife« jeiflen, fobalb bie JÄre be« gern* 
roI)rö luUlf online n ira^]ei c(i^t ftcbt; brebt man bann bad ^ern^ 
lobt aud feiner ^pci^entalen Dii(t^tung ^evaud, um ed auf einen ^öi^er 
ober tiefer gelegenen $un(t ^n richten, fo fann man bie &tiit biefer 
iDre^nng, olfo au(^ ben ^Biinttl, weti^en nun bie SSifirlinie 
bed gernro^rd mit ber horizontalen mac^t; au ben 9^ouien 
abl e [cn. 



bie t^ori^outaU Umbrej^nngdare bed geturo^rd 
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tragt, ift auf einer ^orijontorcn, um bcn t)ctHcatcn 3<»Pf^ii ^ bre^baren 
Scheibe C bcfcfji^t, welche bcr Jporijontalf rcid, ber ai^ibabcn^ 

9f\^. 9G. 




frei« ober bie 2ll^ibabe genannt mirb. tiefer ,^rcid brebt fid) ge* 
itau paffcnb innerhalb cineö mit bem gug(jeftefl beö flanjeu ?lpparateä 
fcft »erbunbcuen, ringsum mit einer @rabt^eilung »crfe^cnen freidför^ 
migen SRingeö 1), welcher ber SimbuS genannt mirb. 5)ic ?ll^ibabc 
trägt an ibrcm äupcren JRanbe jn?ei 9Zonien k, wMc [i6) bei ber £)re* 
l^ung bcr ?U^ibabc langä ber Jl^cilung beö i^imbuö bin bcmcgen, mie 
man beutlic^er in gig. 97 (a. f. ©.) fie^t, welche bic Sll^ibabe nnb bcn ^im^ 
buS üon oben gefe^en barftcflt, jebct^ mitSöcglaffung ber ©tellfdjraubc r, 
mittelfl bereu man bie Sll^ibabc an ben SimbuS anficmmcn, nnb ber 
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5l':{>nlt(^feit \>cx ©reiccfe» 




2}ltfrcmctcifd;rau6e i, miHtlft bcrctt man eine feinere 93eifc^{cbung ber 
§ill^ibnbc bcwerfftcnigcn fann. 

9i{c\. 07. * Um ben Stmbud unb 

bie ?U^ibnbc öct^öri^ »vage? 
rec^t gu fteHeu, a^a^ man 
an einer ni bcr 9}littc ber 
?ll^ibabe angcbrat^teu 
iDüfcnlibcIIc etfcnnen 
fann, bienen brei gn§^ 
fd;raubcn (oon bencn in 
Jig. 95 unb 96 nur jtvei 
ricf;tbar finb), wetd^e bad 
gan^c ^»f^i^wment tragen. 

S3cmerfen wir nud), 
ba§ bie Jl^eobotitfcrn^ 
rßl)re fktö aftronomifdje 
gernröf)re fuib (pe^e ©runbrln ber ^l)^\it, 6. 2luflage, @. 28Ö), ba§ fic 
alfü ade ©cgenftanbe »erfe^rt w»b bap fie mit einem i^aben* 

freu je öerfcbcn finb. 2tn ber Stelle nämlid), nn welcher ba3 53ilb beö 
Objecti^a gu (Staube fummt, ift eine 5?Ieubung angcbrad)t, über bereu 
Oeffnung jmei fcbr feine gaCen (in ber iKegct ©pinncnfäben) unter rec^^ 
tem 2Biufel fiä) freujenb auägc)>annt fiub (gig. 98). ©in man einen bc^ 
%ui. 98. ftimmtcn ©egenftaub, etwa eine ^Lfjurnifpi^e, eiuüiflren, 
fo richtet man bad gernro^r fo, bag baö 53ilb bea ju 
beobad)tcuben (Segeuftanbeä genau in bcn ^Durc^^ 
fd)nitta^)uuft ber gäben fätlt. «man fielet, baj) auf 
biefc Slkifc bic i^irulinie bcä gernrül)ra tjotlfummen genau beftimmt ift. 

mt ^ülfe bed ^a^ibabeufreifea unb feines gimbuö wirb ber 2Bin^ 
fei gemeffeu; ivelc^en bie Jporisentalproicctiüneu jweicr beliebigen 
tinicn mit einaubcr mad;cii. fb^iü mau iB. ben ©iufel meffeu, tvcL- 
4>en bie ^orijoutalprojcctioncu ber üom 5?eobad?tungöorte md) einem 
©egenftaube Ii geiid;tetcu 5>irirlinie macbt mit ber ^)üri5üntaIproiec^ 
tion ber nac^ L gerichteten SSifirlinie , fo richtet man baö gernro^r gu^ 
uäc^ft auf ben ©egenftanb Ä unb lieft ben 9]ouiuä be3 ^jorijontalfrei^' 
feö ab; fobann ridjtct man baö gernro^r .nac^ L unb lieft ben dloniivi 
abermals ab. 3Die JTiffcrenj ber beibeu Slbfefungen ift alöbauu ber gc- 
Sir* ' 
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Ani^be. gu btci gegebenen Stnlen eine liierte $to|>oftii)nale $n 47 

ünftruircn. 

2lufUfuu(^. ^it Sange bcr brei gegebenen Linien fci mit w^w 
nnb o htitiö^mi,Jo ijl bie gefuc^te Diente $ro)}otttonale eine ^inie, becen 
^ftitge fi<^ gtt 0 i9eet^A(t wie n §tt «h, alfo eine i^inie, beeen ^nge bnr^ 
bie vieite proportionale in bet g^ro))otHon 

m : n = o . x 

bafgef^cdt tDitb. S)ie i^dnge biefer i^inie fann man burt^ Ut^mw^ aud 



biefer Proportion tinben, fle iß 



7? Xo 



; unfere Aufgabe oerlaugt abet, 



ba§ bie !^änt]c biefer Siiiic couiuuut , nicfct lH'red)uet irerbe. Xitfc ?luf^ 
gate mirb foIi]cnberma§en gelöfr. SDlan jie^e jwei Linien (5ig»^9) »on 
unbeflimmter i^&nge, bie einen beliebigen Sintel mit einanbet machen, 



Sie- 9». 




ma^e Attf biefen leinten 
acf = atf = yi, «/ 
= 0/ iic^c wnb mit 
td paraQel fo ifl 
bie verlangte Dievte $eo' 
pottionnTe, benn bie ^rei^» 
ecfe a fd nnb a^« finb 
ä^uli(^, nnb bemnacb ift 
adiae ^ afiag, 
Snrltebung confltnire 



man fcie vierte pn>^^tuuonale in fol^ciibc picportionen: 

a" : 4'' = : jj 
3" 5 2« == 3,9" : m 

t' : 1,5" 3/2 ' : a.' 

(Sin iebee ©r«^ Don ber Jorm — jieBt und bie »ierte propor* 

tMttale }n ben bui ©rd^en a nnb h bar, benn »enn man in bec 

Proportion 

c X a ^ h i X 

^üi ^ert^ mx X berechnet, fo finbet man i^n Wim Um bem^ 



(j 



ia<t ben SBertl^ be« Srn^ed — eonftmiren, inbem man auf bie eben 

c 

angegebene SQ^eife bie vierte proportionale ^u ben brei €^r^ßen a nnb 6 eon^« 
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74 ^t^nli^hit Oer £)i*ete(fe. 

flruirt (füllte j. 33. * coupiuui lucrbcu, fo baitc matt nut bit 

t»ierte ^ropovHonaU in ber ^reportton 

5" : 2" = : X 

conftcuireu. 

Um-y iu confhuitcn, btan<^t man nut ben ä^i^ltt in iioei goc« 

toren^ §. 9. in 2 nnb 4 $n scrUgcn, unb atdbann bie oicrtc ^ropor^ 

liouate bcr Qßrovortiou 

5:2 = 4:« 

SU conflruiren. 

- , -l^" T,2" 2,8" 

ßlil lubililij Cüil|UUll£ nulu ^ -y u. f. a\ 

®enn bcr ^al)Ux fid) ntcbt auf anbete Seife jcrlcgcu Iä§t, fo fann 
mau tod) M ein iptetuu üuu 1 uub bcr jal^l felbft httia^ttn, 

W 

nnb bana^ bie (Sonfhnciion audfu^ten. <3oflte g. 8. con^uitt 

15 5 

iücrbcU; fü fauu mau -~ ftatt fcfccu; bic uerlau^tc ^iuic x\t bcm* 
na4 bie t)iette ^roi^orttonde in bet ^ro^ottion 

3:1: — 5 : .(. 

48 Die mittlere Proportionale, ^sallt man üon bem S^cttcl bc^ 
teci^ten Einfeld in einem te<^t»tnfelt(|en 5£)(eie(( ein $et^enbtfel Auf bie 
^ppüteuufe (mit bem §Qamen bet {»^^otenufe bejei^^nei man biejeuiq^ 
2citc ctucö rcc^tminfcligcu Xieiecf»?, mclriK bem rect)tcu Si'infcl QCv^cit^ 
übeilicc^t , wd^rcub bie bcibcn anbeten leiten ^at^eten genannt 
metben), fo witb bad SDreiect babuic^ in §wei anbete get^eilt, mel^c 
fomol^I untet flc^, aU an^ bem ganzen Al^nli^ littb. 3n gig. 100 tjt 
bie ,£)vpett'nnfe mit C bcjcic^net, bic .l^atbctcn mit A uub B, bad 
8id. 100. <*"f 4>9<)üteuu|e gefällte ^Perpenbifcl 

mit IDiefed $et|>enbi(el t^eilt bie 
^otennfe in gmei 5£l^eile a nnb 6. <ld 
tft nun feicljt ju jeigen, bag bad 
breietf ap^ jnjci SÖinfel enthält, mcldjc 
^ -- ^^^^ etttf|>te((^enben Sinteln bee 2)teie(f« 

ABC gfeii^ finb ,motand bann bie Sle^nUc^leit biefet beiben SDteietfc 
folgt, (gben fo ta§t fic^ au(^ bie fCe^nlic^fcit bet ^Dreierfe hBp nnb 
ABC uacf?ivcifen. ^a aber jebcö bet teibcn fl^eilbreictft bem. flanken 
d^uUd; ftf fiub fie au(^ untet eiuaubet a^nlic^^. 
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2Cu6 bcr Slc^nlttlfcit bed St^eilbteietfd a-äj? unb bcÄ gatt^en 
Oe^m fi(|» folgcitbe ^rpjpottiotteit: 

a : p = A : B . . . . 2 
p : A r= B i C . . . . 8 

9in€ htt fßtt^lü^m^ M anbeten S^^eilbteieifd mit bem gauscu: 

f)!5==i4:C . . . . 6 
bei $e(gUic(^und bec beiben ^^eübteiede unter einanbee: 

a : p = p i b ....7 
a : A = p : B , , . . 8 
j?i^=6:^ . , . . 9 

ttntee biefen $roj)ortionen »ollen »it bie mit 1, 4 unb 7 bcgcicft^ 
uctcn itn^cr Betrachten. 

1 ge^t ^ei:)}i?i:, ba$ bie ^at^ete A bie mittlere $rQ|)ottiottaie 
$n>if<^n a unb bet gangen 49)>otenttre ift; au« 4 folgt, bafi ^ bie 
mititcte ^roportionafe $mifi^en b mh C SDarauf grönbet jic^ nun 
ein 33crfa^rcn, eine ^iiiic coufhuiieit, »el4>e bie mittlere proportionale 
i»if(^eu ivoti gegckueu "tuncn i]'t. 

99lan ma<l^e auf einer beliebig gegogenen i^inie ab (gig.lOl) gleich 
bet einen unb ac gtetc^ bee anberen ber beiben (gegebenen Linien; gicl^e 

giß. 101. aldbanu lUcracald ^md)^ 

mcjjcr einen »Ipalbfrctd. ^r)te^ 
fer .|»albtrei^ toirb oon bem 
in b evfiflteten fßerpenbifet 
in ciiicui ■^hinftc d i^etri^ffcu. 
3ie^t man \^mxd nac^aeiue 
^inie, fo iji bied bie »erlangte 
a mittlere fpro|>QttionaU iw>U 
f((ien ab unb ao, 9Ran 
iiberjcuj^t fiel? leicht oon bcr Sa^rl;eit biefcr 2ai^3fac|c, wenn man noc^ 
bie ^inie de jie^t, benn aföbann entjle^t ein rcc^t)oiu!eliged ado 
(S. 31), )>on n)e((^m alle fo eben gemalzten leel^ani^tungen gelten, mo« 
bcuu au(^ 

«6 : (((i = : ac. 
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76 3le^tili()^(eit Ut T>xmdt. 

SHan confhitiu bie mittlere ^repoctionaU in>if<i^en 2" unb 3", 
Siuif(^en 2" unb 5'', |»if<^<n T' unb 4''. 

flu0 bet €^U{(^itn^ 7 fot^t, ba$ ba« $etpenbilet p bie miitUxt 
!!Ptü^>orttonale grotfc^en beti beiben <3Hi<fen ift, in welche bie J^ppotenufe 
burd) bajfelbc get^eilt wirb, ^arauö nun lapt ficf? eine ^miU 3)let^obe 
(ibUiten , }wif(^en iwti gegebenen Linien eine mittlere proportionale }it 
confhitiren. SRait maä^t/b (gig. 102} %Ui^ bev einen, ba gteii^ ber 

gig. 102. anberen bet beiben gegeBe? 

^ neu l'inien, fo alfo, boj 

fa it)m ^umme gleit^ ift, 
confhnire aMbann über fa 
<ifö^ttt<^meffer einen ^alb« 
fveiö; ba0 tit crricbtctc 
^er^jeubifcl bd ift bie vcr* 
langte mittlere $ro|)ortio; 
nate. (S9 ifi (ei^t, bie atic^ti^ftit biefe» I93erfal^reng ^n bewetfen. 

Der pythagoräisclie Lohrsatz. ^ud ben Gleichungen 1 nnb 4 
lajfen ftc^ iebo^ noi^ mik wii^tigere goloernnden giel^. l folgt 

^« = aC (10) 

au^ 4 füigi 

= 6C (11). 

53etrn*tcn wir jitnac^f^ bie (^leic^ung (10). (gig. 103) tft bct 
Sn^alt eined Ouabrated, beffen ^eite A ifl (oergl. gig. 103 mU gig. 100), 
a(7bee3n^U eined lAnglt^en SRec^tedd, beffen eine^eite a, beffen anberc 
<Seite C ifl. 3n gig. 103 ift bad Ouabrat ebenfadd biird)* ^2 imtj ^aö 
läiu^lic^e fÜcd^kä burc^ aC be^eid^net. dU^ ^leidjung 10 aber ifl ber 3»? 
ibalt biefed über ber ®eite A conftrutrten Qnabratd bem eriodl^nten dit^ttä 
gTei<^. Slug®teifi(ung 11 folgt, bag bad Aber B confNuirieDnabrat bem 
lÄttgti^en fRi^ttd gleicb ifl, beffen eine «Seite b, beffen anbere (Seite C ifJ. 
^Dtc Ouabrate ber beiben .totbctcu ^4 unb B jufammen genommen ftub 
bemuac^ gleich ber Summe ber hüHn länglichen ditd^Udi bC nnb aC\ 
biefe beiben 8!{e<hie<!e bilben aber |nfammen ein Dnabrai, beffen ®ette 
glei^ ber ^^poUnu^t C iji; b. a(7 6C = O, olfo ani^ 

Ai + = O (12) 

bie Onabrate ber beiben J^atl^eten einee n<ibtwinleUgen ^tei^ 
tä^ finb gufammengenommen gleich bem Duabrate ber ^ppo* 
teuufe. ^Tiefer ^ab wirb ber ^pthagoräifchc ^iiebifafe genannt 
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l^tt «Pptbagoraifc^c eebrfa|> gehört in \thtt Se^ie^unö gu bcn 

5(9. lOS. 



mag, bai man füt beufelben eine ^tofe ^n^al^t t)pn ^eweifcu aufgehellt 
$ot, t>on melii^ett bie meiflen ni^ii, wie bet eBeti mügeii^eiUe, auf bie 
^tfytt i»on ber Sle^nlit^feit bet ^(cietfe ftü^^cn. @inet bev einfa(|^|len 

unter tiefen s^cmcifen ift bcr foTöcnbc. 

fei rsi ( gt^. 104 o. f. (S.) ba# te^tioiutelige ^reiecf; ravx bad Oua« 
btat bet einen Aat^cte; 9tty badOuabrat bet {»eiteniSat^ete unb rtmp 
ba0 Quobrai bet .^ppotcnttfe. plli mm 9ok « ein $cr^enbi!el auf 
He ^öpotenufe, fo ihtiU bie iJcildu^cvung bejfelbcn baö Cuabrat ber 
J^^pütenufe iu ^mi iän^üö)t Bic6)ität rmnu unb utpn, — ^Ui)t man 
bic ^tnie 8m, fo ent^^t ein ^veie^ r^m, tvelc^c« mit beut Um^Ui^ 
MM rmnu gleiche €^rttnbliiiic rm unb gleite $d^e ru^at, folgli^ifl 

r*m = y% runm. 
^itU man bie i^inie xt, fo entjle^t bad ^uitd xrt, 9on meli^em 
ju^ leitet fetoeifen Idpt, ba| 
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2lc^nli4)fcit t>cr ©rciecfe. 



fflmi aUi ijt leicht fccwcifcn, ba§ 

£^rsm = i\xrtf (todtnm?) 

unb enbU($ 

104. 
TL 




^uf btefel^e Seife Ui^t )lc^ ba):tl^un, baß 

^Ui enblic^ 

mad gtt l&etoeifett mu 

5Q Anwendungen dos pythagoräischen Lehrsatzes. S^vX\i 
bee ^pt^ogoräifc^ieu Se^tfa^cd fann man immer eine ©cite ctiicö rec^t^ 
minfcUgen ^ceiede beregnen, »eittt tie Reiben anberett Bttannt flnb. 
«w« ©tdi^ittig 12 fplgt 

(7= V + B\ 
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Binh bie Uibm. Staif^tktn A itnb B Qcgc^en^ fo fhtbet matt bU ^9\)o«i 

tciiufc wenn mau auij bcr 2inmuc bcv bctbeu ^latbetenquabiate bic 
^ursel ste^t. Sd(e ^..03. tie eine ^at^eie 6', tiie anbete Ö', fo »die 
bie .^|^)>oietittfiP 

C = V64 + 36 == VlÖO = 10* 

^ie beibett ftoil^eten tined Yei|^t»inleUgeit ^teiedd feieit unb 
32', mie ^trof ifl bie .gp^otenitfe? 

Slu0 ©tei^ung 12 folgt au^ 

AI z=z O - B^, alfo ^ = V C'^ — 
3fi bie «l^i^^otenufe eine0 ve^^ttointeti^en ^veie40 unb eine i^at^ete 
gegeben, fo ftnbet man bie anbete l^ai^ete, mm man bad Duabtat bet 

bcfannteu tfiatbctc oon beut Ounbratc bcr .Oi;pctemifc aB^tebt inib au5 
Hl gefunbencu ^tfferen§ bic Gurgel ^ie^t. Säie ^. ^. bie .£)$^Qtettnfe 
5, bie eine itat^ete 4, fo ifl bie anbete 

1/25 — 16 = V9'= 3. 

5Die 49i>otennfe eined tecl^tioinfeiigen ^t eiedd fei 28', bie eine St^* 
i^ete 12', mie ^tog ifl bie anbete? 

3n gtg. 100 fei ^ = 5, J9 = 9 mit J&ülfe be« ??ptt;a9craiid>en 
^e|c|'a(^e^3 unb mit .^ütfe be( $to{)OttiQnalitdt bec leiten, bie Linien C, 
a, b unb p }u betec^nen. . 

SHe SSfung i»ietet geomehifc^en KnfgaBen (d§t fi^ auf ben fp^t^a« 
gordif(^>ett Se^rfofc jurücifü^rctt, wie bieg butc^ folgenbe 53eifpicle etfdn^ 
tert wirb. 

1. 3ebe @eite eined gtei^feitigen 5D(eie(!d fei 4'; wie gtof ift fein 
3tt|a(t? 

eCnft^futtg. gdttt «an m bet ©pibc be« SDteietf« ein ^perpen«? 

' tifcl p auf bic ^nmblinic, fo luirb biefe babur(^ in yim ßleic^c Zl)ah 
ÖCt^citt, beten iebe 2' lang ift. JDa« ^erpenbifet p ift aber nun eine 
l^ftt^ete in einem te^twinleliftcn ^eieif, be|fen^9|>otenttfe 4' unb beffen 
eine ^oi^ete 2' i% wit ^aben bemna# 

p = y 16 — 4 = v^K 

®er ^efiinbene Setti^ 9on p ijl nun bie ^öl^e bed ^»iedd, unb 
muf mit bet l^alben ^tnnblinie mnttipttciti toetben, wenn man ben 

ötrlau^tcu 3u^Ü jtubcn will. 

^qei^net man mit s bie eine (Seite eined glei^feiiigen ^uUd^f 
fo i|l ba» ^etpenbilel 
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80 3le)^nli4^fett Ux Oreücfe. 

ttnb bei 3tt^att bed J = j 3, . 

btibctt anbeten leiten fei 6; mie long \{t ba^ Don bei <St>i^ 
iShtunbfinic gefUlfie !pef|>enbifel? 



SCnttoort: p 




3. ^ie Qi^nntblinie eincd längUc^KA ^ec^tecfd fei a, bie ^ö^e ^ 
mit giüf ifl We iPiagotttt le 

9(nt»ovt: d = Va« + 6». 

4. 3fbe «Seite eine^ Oiiabrnted fei a, »ic gro§ ifl bie ^Diagonale? 
SCntmort: d = Vö^ -j^ä = YYä* = a Y^. 

5. ^ie iDiogottale eine« Quabrate» fei d, mt gi 0$ ifl jebe Seite 

a beö Oitabratcär 

Sfuflofuuij. dla^ htt unter 9^r. 4 ^cfunbcneu (Mlcidniug dr=aVi, 

in i^etd^cc (2 bie diagonale unb a bie <Btitt bed Ouabcated b^^eicf^uct, 

ergiebt fl* ^ 

^et ^Mf)alt bcd eben betrad^tctcn Quabratcd ifl a», unb ba 
= 2as, fo i|l alfo bei 3n|aU bed Qitabiated, welc^ed man übet bei 
^iAgovaU cott^Kiien fanit, UpptU fo gtoi, a(9 bei 3tt^ bed DiU' 
biateg, in mX^m bie S^iogonate o^s^^G^n ifl. 

6. $)cr 9?abiud cinc'3 Ärcifcä ffi r, wie g(o| i^ bie 8cite a tcc 
in bicfcm streife befcbriebcuen Quabtateö? 

Untwott ^ei 2)uif^nieffei be« Iheife«, ir, bie^gonale bee 

2 y* 1 y — 

Dnabrated, aifo a = = r , y 2, 

7. ^ie <Eeite eiue«^ reßefmö^igen ^cl^tetfd fei b, mit gcog ift bct 
Siabittd bed in« unb nmf^iiebenen ^leife«? 

IDie ICttfli^fung biefei Slnfgabe foQ ^iet Mo^ angebeittei meiben. ^Miu 

gcrt man bie @cite ab (;>ig. 105) unb bie ibr öci]cuüber)le^eubc, feiner 
unb bie i^r ö^qeniibcifh^eube, fp cut|'t€l}t ein Ouabwt, bcjfen «Seite fe%Uid 
bem^uic^meffei 2 r bed inbefcf^iiebenen ßieifee i% = -|- 2 X 
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bcjfen J(at^€ien befaniti finb. @d t{l a6 = « itnb hg = 2r, folglich 
!Dlau filmte bie Otec^iiungen füi; beu gaU aud, bag s = 5^ 

?^9' 105. jig. 106. 




8. 2öic grop ift bie @citc eiue^ rc»^elmäpiäcu äwölfecfvJ, »emi ber 
Otabiud bed umf^debenm ^eifed 1' betrcigt r 

«uflöfttng. Senn ber Stebiud be« greife« 1 fo ift an* bU 
'Bette «6 (e^i^j. lüi)j beö ui teu ^icio l cfdjricbenett @cc^8ctf0 0lei(^ 1. 
2)ic Seite ati beö tu bcmfelben ^icife tetd^vicbeueu ^wölfedö ift bie 
$ijV»ttttttf« beS te#tn)ittfeliflen $>teiecfö a/</., olfo 

Säte a/ ttttb /<Z beJaunt, f» erlabe fid) barau$ leicht bie QquaMc 

3ttölfe(f«fettc; a/ift bie ^albe ©ec^^etföfeite, «Ifo V«» mithin ö/^ = V* 
= 0,25; /(/ muj aber erft toei^net werben, /i = ürf — t;/; oud 

bem re((>t»inf eligeii i£)ieic«t a/c ahtt ergiebt fi^^ = — = 1 
- v, == 8/^ 3^ 0,75, mithin ifl fe = V'O^TÖ = 0,866025, alfo fd 
l — 0,8Gö025 = 0,13:3U75, unb eubltc!^ 

ad = VÖ;ö2^-F 0,1330752 = 0,616638. 
g[>a nnn We Swatfedöfeite lelannt ift, fo lann man anf biefelbe 
©cifc bie ^ciic tcc lu tcufelbcrt Äreiö bcfc^riebenen SÖtetttnbjwansigccfs 
taun bie <BtiH M 3l*tunb»ieijiöed0, bciJ ^ec^öuubucuniiöe^^ u. |. w). 
bcceil^ncn. 

(Sd ifl fe^t Qiit, \a jwm ganj ttaten ©erjt&nbnij be« golgenben 

fnft unentbebrli^, (iHe t)icr ongebeuteteu JÄcÄuuuöett «nöjufü^rcn, b. \). 
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Ue leiten btt tmS^tAtn SBieUtf^ »ivHi^ weitigfleiti M |ttm 
mbntuniiqtä, iinb imx M gur fec^dten ^edmof^eHe gu berechnen. 

©bcnfo berechne man bie ©cite cined Ouabratd, »cl<^S in einen 
^reid bef4i(i(beu, bcffen SSabiud 1 oon tiefem Ditabiate attd()e|ciib 
bie ©eiten bed in bcnfetben ^eid beft^f iebeiteit fl(^ie<l9, @e<!^|e|itefll «. f.E 

92ac^bem btt^^ültt olfe biefe fRe^nun^en mit bcv ge^5d(|€ii €019 
ffllt auSgefüi^rt f>at, mcrbcn ii m tvoBI bic fulgcnbcn all gemeinen gormcln 
»erfldnblic^ fein, toü^t |uc ^eu^nung ber @eite eineö SßUUdi bietiea, 
wenn bie @eite eine« in benfetben Sttti^ bef(|ci<beiteii IBIetetfft fott 
fo Diet leiten belannt ift mkM^ftHt ah (gig. 106) fei mit 8, I 
bie <Sc{tc ad ctnc0 SStcIcöd Don Doppelt fo ^itX (Seiten nttt s kjciAnct. 
Sernec fei bad )^cm fDltttet^unUe bc^ Reifes auf bie ^ieleddfeite S (|p | 
fdQte $erpenbilel cf mit p unb df mit e beaei^net, fo ijl 

= ViiS« + <5 (1) I 

< == 1 - öTfo ' 

*2 = 1/^52 + (1 — py = Vi^^ + 1 — 2p + p2 . (2) 

nun abet ijl p« = oc» — = 1 — 1/4 oIf«> ? = Vi — ' 
(Scfet man biefe Seiti^c iu Hxx Sett^ oon. in ber ©leic^^ung bei 2, j 
fo tommt I 

bücauö 

unb enblic^? 

« = 1/2-2 v^r-^ViÄ«. 

Süv bad liBetftAnbnif bed foTgenbeti «bfilttitted ift no^ bie fbif^ 
löfung bet folgenben Aufgabe n}ic^tig. 

$10. lOT. <Scitc eineö um einen 

itxti^ bef4»tiebenett ^itUdi iu 
betec^nen, toenii bie®eite eine« 
in benfclbcn^rcis bcfctuiebeuen 
IBielccfö t>on eben fo oicl ©eilen 
betattnl i% SU gid* if^ 
bie ®eite eine« inbef^iebeneit, dt 
bie @eite ctne'3 :nufitnebeueu33ieledÄ 
öon 0lci4)5jicl (Seiten; and bet 5UJtt* 
tic^leU ber IDeeiede fotgt 
ef t ab zsz eg t de* 
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5Begcic^)nct man bic Seite ab bed tnBefc^ricbericn ^ititd^S mti s, 
hit <Seite de bed umf^tiebcnen Sßitltd^ mit ^S, bad i9om SRitielpuntie bed 
iheifcd auf « gefAHte Sper|)etiH!eI c/ mit ben atobiud c<|r bed Kreifes 
mit r, fo mitb obige Proportion 

p i 8 = r : Sf 

unb barauft 



SP bei yiaom^ M Äreifeö gleich 1, fo wirb 

P 

OUn toittben bie leiten eined inbef^rteBeneit ©ed^dedd, SioMf« 
«f«, tBterunbjiüai^igecf'^, ^(|)tunböterjigc(fa unb ©ecfceunbneuiisi^ccfü bc< 
teiltet; mie gro$ {inb bie <^eiteu ber entfprec^enben um riebe neu 



Der Kreisumfang. ^erpUui^, in toelc^em bie iän^t bed 51 

Iheidtimfangcd gum^l^aibmeffer betfelbett jte^t, la§t fi4^ ni#t mit abfolutet 
®enauig!ett, fottbetn nur annA^evnb Bevei^tten. ^et Umfang eined tu einen 

Ätci^i bcubricbenen S3ielecf^3 ift jcterjcit flciiicr c\U bcrUntfaiu] bcöÄ?rci(c'3 
felbft, ietcd? i»irb ber Umfang ber inbefcbtiebenen ^Biclecte um fo größer, 
ieme^( bie ^a^l Ut leiten iuitimmt; fo iß |. 8. ber Umfang bed in« 
bef^rieBenen gwdlfedd grdger aT6 ber bcd inbefi^tieBenen ©e^dedd. 9Rit 
jwne^menber ©eiknja^l nähert fic^ bemnadj ber Umfvnn^ be§ tnbcfc^rie? 
beueji Sßteletfd immer me^r «nb mel^r bem Umfange beö reifet, o^ne 
bat i|m iemate (»oatommen glei(^ mirb. (3o iß §. ^. ber Umfang 
eine« in einen Arei« Befi^tiebenen 5{:attfettbetfd gemi$ no(!^ Heiner, oU 
ber Umfong beä Äreifcd felbfl; er ifl jcbo^ \)on bemfelben fo wenig 
m((^ieben, ba^ man i^n o^ne bebeutenben gei^ier für ben ^rei^umfang 
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84 33crcc^nunß t»c^ Äreti^uinfan^c^ iint) t>c^ ÄreiöinJ^altc^. 

fclbft nehmen faiui. ^Die angcuäbcrtc ^krcdjuung bcd Ärcidumfauged 
bc-ru^t bcmnat^ barauf, bcu Umfang cincö iUtclctfd öon fo \>telcn Seiten 
in berechnen, baf man tön o^nc merfUcben geiler bcm Ärei^umfangc 
fetbft fllctc^fe^en fann. 

Der Umfan^i ctncd um bcu Ärct^ kfc^riebenen SSicTecfd i\t jeber^^ 
jctt großer, aU bcr Umfang bcö Äreifeö fclbft; er nimmt aber mit ber 
ßa\)l bcr Btiitn fortroo^renb ab, nnb nähert flcb alfo gleichfalls bem 
Ärctdumfange. 2)aburd) bat man ein 3}iittcl, jwei ©ranjcn anzugeben, 
5wifd)cn trcicben bcr ^rctönmfang liegen mnß. 

3n ber folgenben ^^abeUc cntbcilt bie erftc Kolumne bie ^Benennung 
ber ^^iclccfc, bie jweite bcn balbcn Umfang bed inbcfcbricbencn, bie Ic^te 
bcn balben Umfang beS nmfcbricbencn 33iele(fd, wenn ber 9iabiud beö 
Ärcifcd fclbft gleich 1 i|l SJlan evbält ben balbcn Umfang cincd folc^cu 
33iclecf'3 leicht, n?cnn man bcn nacb ben 5?lngabcn auf (£.81 hU 83 
gefunbcnen SGÖcrt^ ber 33ielccf'5fcitc mit ber balbcn ^Inja^l bcr (Seiten 
multiplicirt, alfo j.S. ben h<^lbcn Umfang bed 33ierunbjwonjigccfd, wenn 
man eine ^ierunb^wangigccf^^fcitc mit 12 multiplicirt. 



1 


2^nbcfcbricbcn 


UmfcbricDcu 




3 


3,4641 


12 n 


3,1058 


3,2153 


24 » 


3,1325 


3,1596 


48 » 


3,1393 


3,1460 


96 n 


3,1410 


3,1427 



Sn biefcr ^afcl übcrfiebt man febr beutlich, wie bcr Umfang ber 
inbcfcbricbencn sßiclccfe mit junebmenber ^Scitcnjabl n>ächf^, »ohrenb 
bei ben umfchriebenen SSiclccfen gcrabc Caö @egentl)eil ftattfinbet. 2)er 
Umfang etncd ^reifeö, bcffcn Oiabiuö 1 ifr, ift größer als ber Umfang 
beS in bcmfclbcn befchriebencn, unb !lcincr als bcr Umfang bcS um ben^ 
fctbcn bcfchricbencn ©cchScdS, er liegt alfu jivifchcn 3 unb 3,4641. 
3)icrc bcibcn ©rangen liegen aber nocb sicmlicb weit »on einanbcr, beS* 
halb fauu man auS ber SSergleichung beS uu unb umfchricbcncn ®echS# 
edS noch feinen, nur ctiuaS genauen SÖwth bes ÄreiSumfangeS Riehen. 
$)ic Umfange bcS in? unb umfchricbcncn 3>^*^If€^^ P"^ weniger 
*» cinanber ocrfchicben, wir erhalten baburch fchon näher bcifammen 
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Ut^tv^tQ^t&nitn, ^wifc^cn htntn ber Äicidumfanq lici3cii niu§; wir fc^en 
nainli(^, bnS er jirifc^eu 3,1058 unb 3,215o liegt; uod) engeie ©ränge» 
er^aiUii wit burc^ ^ecgUic^^ung bed in^ unb «mfi|Kiebenen ®Untnbi> 
inmngigetfd ii. f. m. ^tx ^albe Umfang beft inbefi^mbeneu @€4^unb^ 
nfwniiQedd i}t 3,1410, bcr bc8 «mf(^rtcbenen aber 3,1427. Bwift^cn 
tiefen Beibeu Scvttjeu liegt ber äßcrtl? für ben falben Äreieumfang. 

nun beib( ^al^Ien M auf ^cimalfteflen ühtmnftimmtii, fo 
fann man, mm man ben falben Jhcidmnfftttg nur M auf iwei ^eci^ 
mal^tUtn genan ^aben will, benfelben für 3,14 (inneren. $)iefer Sert^ 
ift r>on bcra tuahcii Sertbc bed falben Ärci^^umfauged fic^erticb \\i(bt 
um 0,01 ^erfc^iebeu. ^iU man ben ^Iben Jiftreiöumfang no4 auf uie^r 
iDeeimalfleflen genau ^aben, fo mu^ man bie Umf&uge ber in«' nnb unu 
fd^ttebenen UütMt t)on nocb me^r Seiten, M (Stn^nnbert^a^einnbnenn« 
;!qc(f^, bcd ^rreibunbertVMenuibacbtjti^ccfd u. f. n?., ijer^lcic^cn. ^cjcidjnen 
mi mit ;r ben falben Umfang bed ^reifed, beffen ^^aHü^ 1 tft, fo ifi 
ff auf 8 SDecimalfletlen genau IbefHmmt 

n = 3,14159265. 

2)€r ^aibe Umfang be^ Äreifee n)äd)ft in bcm|eibeu ^erbflUni§, in 
welclfem bei: diabtud ma^fl. 3fl ber (Rabiud bed ^reifed 1, fo ifl ber 
bttlBe Umfang = n, ift ber SHabiud 2, fo ift ber l^albe Umfang 2«; 
er tfi Gjt, mcnn ber JiaCiue 6, 10 sr, wenn tcr 9?abiuo 10 ift. SJlon 
fiubet ftete ben falben Umfang bes ÄreifciJ, ivcnu man feinen Siabiud 
mit sr mttltt|)(tcirt. ^e^ei^nen mir ben Umfang beditretfe« mit P, ben 
fHabiu^ mit r, fo ift bemnac^ 

1/2 P = . 

uub barau^ 

F = 2.r.n, 

b. ^. in Sorten: man flnbet ben ganzen Umfarig beg Äreifcö, wenn 

man ben boppeUen Oiabiud, ober, wa» iHiijclbc i\t, teu X^uvcl^mcffcr mit 
3t multipUcirt. 

i»eif)>ieie. ^er dtobtug etnee itreifed ift ^' 4^ »U grof tß fein 

Umfang ? 

2)er $)urt^me||er cine^ SöaumctJ betjägt 2' ?' 3'", »ic groj ift 
fein Umfang? 

3fl ber ganje Umfang befannt, fo i^ eg Iei<{^t, ben brüten, i>ierten, 
fünften n. f.w. X^ett be$ Umfanget finben; man fann bemnait^ an^ 

^ti^t fotgenbe ?iufgabe li)fen. 3" ^inm i^reifc, beffen Oiabinä 18' be* 



1 
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86 Serec^nung M j^ei^umfangee im^ bei SttüMvi^dM. 



tiä%if fbtb smet ^Mmjjftt Qt^^qtn, hit eilten Gtnfel «»on 2d<» mit dn> 

anber machen, rote ^xci ijl ber ^ogen, ben biefe .^albmeffec ein[(^Uepenif 
tii ^Uit^ung P = 2 TT . r jie^t man 

_ _P 

SBfttU bcr Uuijauß bc^ ^rcifcä j^ci^eben ift, fo finbet man bcu 
biudf öjettu man bcn Umfang burcf^ 2:r biijibirt. • 

^ee Umfang einel Tnnben Zif^t^ Uit&^t 25', mit geof ift bei 
^at^nteffec beffetBen? 

52 Der Kreisinhalt. 9Bic oben %. 38 gezeigt mnhc, finbet man ten 
3n^att eined regelmäßigen ^teUdd, »enn man ben l^alben Umfang beffeibcn 
mit bem aud bem !D{iHe(pnn!te auf cineSBieleddfeitc gefdttten fper^enbifel 

multi^>(tcirt. ^3Jiau finbet bcmnacb auc^ bcu auv^cnä^erten fj5nfealt bc» 
i((eifed| iubem man ben ^xü^ ai^ ein ^ielecf 9on fe^r )?ielen ^eiitn 

P 

betrachtet, jücuu mau beu l^nxlbcn Umjaug mit btm aus> ßcm SJIittel* 

|>ttnfte auf bie $etipl}crte gefAIIiett ^etpenbtfel multiplieitt. ^iefee Spet« 
ptiMü ift aber nii^td anbered, aU ber ^abiud, ed iß bemna^ 

— 2 ' 

wenn J ben 3nl^aU bei jhreifel Begei^net 6eten »ie fite P feiitcit 

oben gcfunbcnen äßert^, fo fommt N 

J = Ttr^f 

b. 1^. man finbet ben ^n^alt bei ^reifel, wenn man ben düabinl mü 
fi(^ felbft unb bal gefunbene $tobttct mit sr multi^ttcirt. 

3Bie gro§ tjt ber 3ui;aU eiucsf .^rcifcii, bcijcu ^üii^ius^ 27' ü" : . 
^u^ ber (^Uic^^ung = ^ie^t man 

3f! ^er 3u^?alt ciuc^^ ,^vcife6 bcfanut, fo ftnbet mau ben S^abiuö, 
koenn man ben ^ubalt tiwt^ a bioibirt, unb aul bem gefunbenen Quo« 
tienten bie Sutsel giel^t. 

^er gtac^enin^alt einel l^:cifel betragt 738 mie gro$ ift fein 
9f abtud : 



3n>eite0 »tt<(. 



@tnleitung. 



Die Stereometrie befd^öfti^t ^(^ mit bcr ^ctta(|^tutt0 \>on Äöt* 53 

pttn, b. 0011 ünunt^td^ett, »elt^ Uti iSHmenfUnen au^t* 
be^nt jhtb. 

$5{c ©Icmentnrj'Stcrcomctrie bef(t)räuft fid) auf bic Sercc^uung 
bei Oberfläche unb bed förpedict^eu ^n^aUd ^on ^ridmen, ^^(ami« 
ben, (S^tinbetn, ^t%tin itttb kugeln. 

Eoksftulen oder Prismen, IDeitft nwin fl^ hnt^ trgcub einen 54 
5puuft eines ^telerfö eine i^crabe !^inie flcjogcn, welche mit ber (Sbenc 
biefed ^ieledd einen beliebigen SEDiiifel wac^i, unb biefe Unit bamt 
j^ataUet mit feCbfl ^ b«n leiten be9 193ielcdd l^ittgeffi^rt, fo wirb 
|lf eine fUtiU »on ^Pdratfelogrammen bef^reiben, ble einen Äörpet 
cin|d)Uc§en, welcher bcn dlanitn einet (Sdfdule ober eined ^riömo'd 
fii^rt. 

^entt man fi^ 9. bur<^ ben d^mitt 6 bee gfinfe^d abede, 
gift. 108. gig. 108, eine Sinie hf ßegogen, unb biefe 



a 



Jdinic parallel mit fic^ fclbft an ben^^anten 
be ](|in9ef4^oben, fo cntße^t ein ^ataUelo« 
gtamm bcfg. ffiitb bie ^inie aUbann 
weiter an cd l^ingcfc^obcn, fo entfte^t ba0 
*^]arallclogramm cdgh u. f. w. 2)ie auf 
biefe äBeife entflanbenen ^aiaUeUgcamme 
bifben mit bem obeten ntib nntetcn 9flnf<« 
ect eine füuffcitii]c (Sdute ober, waö baffelbe 
i|t, ein fünf{eitigei$ ^^^ridma. 




e 
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90 



(Jinicitung. 



$)te «Seiten, in welchen jtvci tcr erwähnten ^arallcloQtamme 
jufammcntrcjfcn, alfo bic Tanten hf, cg, dh, ei unb ak, »erben bif 
(Seiten fantcn bed ^Jridniaö genannt. 

2)ic ^^anten, welche bic genannten ^araUelogramme mit bem oberen 
ober bem unteren 33iclecf (ben ©nb flachen, beren untere man gewöhn* 
ti^ bie ©runbflä^c nennt) bcö Q^ri^maö machen, alfo bc, cd, de 
V. f. \i\ fg, gh, hi u. f. «?., ^ei§en ©runbfanten. 

3e nacbbem bic C^runbflää)c eineä ^hiömaö 3, 4, 5 u. f. n>. (Seiten 
^at, untcrfct'cibet man 3fcitti3c, 4fcitigc, 5fcitige u. f. w. ^riömen. 

©crabe 6cf faulen fnib feiere, bei welchen bie (Scitenfantcn mit 



Stfl. 109. 



ber Gbcnc bcr (5)runbfläc^)c rcd)tc SBinfcl bilben, 
wie in gig. 109, \vc\ä)c eine gerabe fec^^fciti^c 
(Säule barpcllt. ^Tic (Seitenflächen einer geraten 
©(ffäule fmb fäuuntlic^ längli^c S^et^tede. 

©ine \jierfeitige ©cffäulc, beren 93flpö ein 
^Parallelogramm ift, cinÄor^cr alfo, njcle^er m 
lauter ^Parallelogrammen bcgrängt wirb, ^eir 
ein $ataUelo)>it}ebum. 

©in ^araHelopi^eb, rcel^cd t>on lauter lono> 
liefen 9iccl)tccfen bcgränjt i\t, alfe eine gcrobi 
(Srffäule, beren 53afi0 ein länglic^cö 9icd?tccf ift, gig. 110, wirb ganj' 
würfet genannt. 

©in öon fec^ä Oua braten bcgränjteö 5P«r<ilIelo^)ipeb , Sifl- 
wirb ein SOnrfcl genannt. 

^\^. 110. gig. 112. 

«ig. III. 





55 Pyramiden oder Spitzsäulen. X)cnft man ftc^ \?on irgenb einem 
fpunitc, welcher aujer^alb cincö 33iclecfd unb auc^ au§cr^alb ber ©bcuf 
bcffelben liegt, iiinien ben ©cfpunften biefeö QSiclccfö Ö^S^gen, S^Ö-^^^ 



Stnidtung, 91 

fo entfielt ciuc JRci^c »on iDrcfccfen, ivclc^e mit bem bcfprot^icncn 33iclccf 
Cber (SJrunbflac^e) eine ^pramibe, eine Optfefdule, tilbcn. 

SÖcnii bie ©ninbfläcbc einet ^pprnmtbe ein regelmäpiged 33ielecl tj^, 
iinb wenn ber SDlittelpunft biefesJ recjelmoBiiien SSiclecfd Qerabe unter ber 
(gpifee liegt, fo ift bie ^pramibc eine regelniagigc. 

gig. 113 ift eine regelmäßige »ierfcitige unb gig. 114 ifl eine reget* 

mäßige fedv^feitigc ^^Jpramibe. ^ 

Sifl. 113. gig. 114. 



1 




%\\ jcber regelmäßigen ^Pprnmibe finb alle (Seitenfladjcn einanber 
gleich, nnb jwnr finb ciJ lauter gleic^feitige %mt^t. 

Cylindrische und conisehe Flächen. 2Denn bad 33iele(f , an 56 
bcffen ^(xx&iw ^in bie drscugungölinie parallel mit felbfl fort* 
gefc^oben wirb, ein SSieletf üon unenblic^ öielen leiten, alfo eine 
frummc Sinie ifl, fo entftel)t eine ^plinberfläc^e. 2)er burd) bie (Jp* 
linberfläc^e unb bie beiben (Snbfläc^en begranjte Körper l^eift ein 
Ii über ober eine Sßaljc. 3n bcr eiementargeometric betrachtet man 
nur eplinber öon freiöförmiger Öafiö. «DJan erplt einen geraben 
^plinber, wenn bic erjeugenbc Sinic auf ber ebene be0 leitenben ^reifcd 
rcc^troinfelig ftet)t. 

gig. 115 (teilt einen geraben, gig. 116 fiellt einen fc^iefen ßplinber bar. 

^ift. 115. 110. 
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JDer Äcflcl, 0onuö, ftc(?t ber^i^ramibc in bcmfclfccn 2>erMtniF, 
wie ber e^linbet gum q3ri§mfl. «fficnn bic einet ^^rnmibe in 

eine frnmmc ^inic übergebt, fo wirb bie q^pramibe jum ^egcl. 

3n ber eiemcntargeomettie betrautet mnn nur ^cgel ^on fteid^ 
förmiger Sap. 

gici. 117. ^iß. 118. 




gig. 117 jiettt einen gcraben, gig. 118 ficflt einen fc^iefen^egel bar. 
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'^rfu^ Kapitel. 



Oberflftohen der Eriamen. hit $cidmcti i»on lauter ebenen 57 
STd^en bci3raujt ftnb, fo flnbet man i^re ©efammtoberfldc^e; wenn man 

bell gladjenin^iilt jebcr cinsclncu ©raujfldcbe md) bcn '^cbxnx ber 
ebenen ©ecmctrie berechnet unb bie gldct^cnin^alU allec einzelnen ^cäni^ 
^a^tn abbirt. 

(Sy feien 33. bie Beiben 2cucu Der ©mnbflcic^c 
bcö ^angnjürfelö (gig. 119) 7 3oll unb Ib^oU, feine 
^ö^e 20 3oa, fo ifi ber ^n^alt bet ^runbpi^e 
7 X 18= 126D". JDie obere ®tanjjlo*e ifl gctabe 
eben fo i.:jrop. 25cr ^lU^^^i^ »-^cr g^^^c iccbtü ifr 20 
X 1^ — 360 nnb eben fo grof ift bie gläct^e 
iinfd. 3)e( ^ntfoU ber oorberen fomol^l aU ber 
ber Hinteren ifl aber 7 X 20 = 140a". mt 
hahtn alfo 

I für bie obere unb untere gläcüe .... 2 X 120 = 252 a" 
i für bie t>i)rbere unb Wintere glatte . . . 2 X 1^0 = 2Ö0a" 
f&x We Stä^n re^tt nnb Knf« . . . 2 X 360 = 720 a" 
5)ie ©efammtoberpdc^c beö iiauöwüifeU ift alfo .... 1252 a". 
£Da bie fecfid <3ran|f(ä4»en eiued Sürfeld famuUlict^ Ouabrate unb 
Sia. 120. eUtanber glei^ finb, fo finbet man bie Ober|IA<^e eined 
SÖürfcta, wenn man bie gwcitc ^otenj ber SEBürfeU 
fantc mit 6 multipUcitt. Sßödrc j. 53. bie Seite eineö 
OBurfeU 53oa, fo »Are feine (Sefammioberflact^e 6.53 
= 150a". 

Set vjeraben ^^riömcn fuib alle vgeitcnflacben (dncj* 
li^ fRi^Mt; fte l^^aben fämmtUct^ gleid^e unb imx ift bic|e.^^i}^e 
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94 33cic4)nuu9 ccr iiöi'pcrotcifläd;cn. | 

gleich bcr fidußc einer Seftenfoittc. ©cun mm hu (Mrunbiläd>e ciiu^ 
Öeraben ipriama^ tin ^ititd i}t, beffcn Seiten wir mit s*, s", s'" u.f.tr. 
Uiti^tn moütn, unb wenn bie $$^e biefed g^ridmad h i^, fo tj^ btr 
Stt^alt bei? CTfleit ©cüenflat^c bet ber ftoeiten y'^/ b<t bet brittnt | 

8'"h u. f- \v. 5)ic ©efauumobci(lac|)e aller 2atcuflä4>cii tcy ^crateti . 
$(idmad ift bemnacj^ s'h + -f ^'7* jc, ober ed ijl j 

0 = Ä c«' + + -Ir w.), I 
toettn »it mit 0 ben ^efammifl^^euin^alt aOer Se{tenfl(i(|^en be$ei(|nen. ' 
dlmi i)t aber bao, maö in tcr .Sv lammer fte^t, tci Umfang ber @iuiit= 
fiä^tf ben n)ic mit be^eic^nen motten, ed ift alfo 

0 = Äii, 

bad beiSt in Sotten: matt fiitbet bett ^efammtiitl^alt aUet @ei< 

tenfldd}cii ciucü geraben 5Pi iuiuaö, lucnu man beu Uuijaug b(i 
<^cunbfläc^e mit ber ^ö^e muUipiicirt. 

Aufgaben S* 57. 

1. ^D^c ©ette ctncy SSürfcI-J ifr 7«™; wie gtoj i(l fctnc 0!*erfiddji: 

2. 3:ic Cbecjläcjje cined ^ürfelö ijl 10,Ua", »ie gtop ijt bit 
i^ante beffelben^ 

3. 0B{e gro§ ift b(e ^efammtoBerfldc^e eitied getaben ^ri^mad. 
iDeff^ea 9^"^ bod), bejfen (^rnnb(läc^c aber ein ^Hiö^ttd öon 12*^ ^äu^f 
wnb 7"» breite ifr? 

4. ^ie <&5^e einet tegelmdgi^en ^eraben ffinffeitigen ^Mt ijt 
6 gu§, (ine @e{te bet ^tnnbflac^e ifi 2' 3" (^uobecimalmaaS); tat 
gro6 iji ber ©efammttnf^alt aUcr ©eitenflacf^en? 

5. £Die @)efammtoberflci(^e einer geraben qnabratifc^en <Säule (b. ^. 
einer ©Ante; beten Safid ein Duabtat ift) bettAgt 120a<»; bie ®eite 
bet ©ajld beträgt 5«™; wie (jrc§ ijt bie J^ij^c biefet ^nte? 

6. ^Die ^afiu einer ©dfaule ift ein glcid^fciticjeö 2)reietf oon 6" 
(Seite; bie <&d^e bet (Stcffanle ift 8"; mie (ito^ ift bie ^efammtobetpo^^e? 

7. (Sine (Stff&nle )»Dn 15«« ^0^e f^i int^ilofid ein tepttte« 
®e4;3ecf ton 3<=™ (Seite; wie groS ift bte ©efammtobetflAc^e biefet ^dulf? 

8. ^ie diagonale eine^ ^angwurfel^ Uu^ntttt wenn bieteten 
beffelben ^t^tUn (inb. 

UnfUfnng. Qegei^nen »it bie^d^e ae bed langwAtfeld 9^- 
mit A, feine ©reite cd mit ^, feine Jliefe d/ mit fo ^abcn wir 

ad2 = Ä2 + 6^ (1) 
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SSm^mtii t>er Sörperoberfläc^en. 95 
Shitt ahn ijl at?/ ein bei d rcc^troiufeltßce ^nkd, folglich 

9ig. 121. fefcwi »i« fttt ad» feinen mttt^ hti (1), für <i/ 

feinen SS^ett^ fdt bie diagonale af htn ffiett^ 

r/, fo fommt 
</2 = + 62 + <2 (2) 

gur einen Surfe!, beffen ®eiten(&nge a ijt, ^aben 
\»it h = h =z t =z 9f uittl^tn an^ 

fZ2 = 352 (3) 

obet 

(Sd fei für einen iiiangtünrfel h = 1", b = 3" 7'" (5Duobectmal^ 
maa§) unb < = 4" 5"'; »ie fiiD^ bic ^Diagonale biefcd Sangwütfeld ? 
<S^(eif^uno 2). 

^e ©eite eine« Sülfeld fei 5»"; »ie grog i|l feine ^ia(|oteaIe? 

(ua^ (Steigung 3). 

$Die ^Diagonale etued SüifeU fei ö«^"»; toie %x^^ ijl iebe feinet 
Tanten? (nait» ^(eicbung 4). 

9. ^e <Slefamnttobeifia4e eine9 SS) Arfeld foll lOOQuabtatsoll fein; 

wie groß ift jcbc feiner Tanten, nne ßrc§ feine IDtagonate? 

10. ^ie diagonale einest ^ürfeU fei voit grop Ui^^^vü^QÜ 
einer &itenP(i)e? 

Die Oberfläche der Cylinder. 2)a man bic ^pltnber al§ (5cf? 58 
faulen üon uncnbUc^ »ielen leiten betradjten fann, fo finbet man 
ben Sn^alt bec SRantetfUc^e eine« getaben (S^linberd, »enn 
man ben ttntfang ber ^tunbft&f^e mit ber ^ol^e bed ^i^linbetd 
multt^)licirt. 

Sejeic^ncn wir mit r ben ?}i\ibiusJ beö ^reifeö, tt?et(|er bie @rnnb^ 
fiäf^e bitbet, fo iß 2ffr bee Umfang biefed ^eifed, unb bemnac|i ifi 

• 0 = 2 srrÄ, 
rocnn 0 ber 3nl^alt bei ä)ianteljld(|>e unb ä bic J&ö^e bcd getaben 69^» 
Unbeid be^eid^net. 

Um bie ©efammtpberp^e eine^ (Sj^linbeid gn finben, mnfl mon au 
bei 9{antelflä^e no«^ ben Sn^all bed oberen nnb be0 unteren ^eife« 

i^in^ufugen. 
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Serfc^nung t)cr Äörpcrobcrflädjcn. 



u f a b c n. 

1. ^)er $)ur(^mejfcr cined gcrabeu ßpUnbcrä betragt 27"», fctne 
.^öbe 52«« ffitc groß ift ber Sn^nlt bcr smantctp(^c? 2ßic grog tii 
bcr >5^fit^J<^"i»^^It oberen unb bcd unteren Äreifeä? SÖie gro§ ift bic 
©efammtoberfloc^c? 

2. Die ©cfammtoberflac^c etned eplinberä bcträ(jt 196Dcm, bcr 
Duvcbmcffer fetned ©runbtrcifeä betraft 8«"^; tüie gro^ tfi feine .l^öbe? 

Oberfläche der Pyramiden. (Sine jcbe ^pramibe ift begranjl 
burc^ ein ^ielecf, welches bie ®rnnbfläd)c bilbet, nnb eine fRtiht ücu 
Seitenflächen, n)eld>e fämmtlic^ 2)reie(fe fmb. .l^ier ift nur bie 9?ebe 
»on (jeraben, regelmäßigen ^pramiben; ibre ©runbflädje ift ein rcgeU 
mäßige» 5?iclccf, bcffen ^i^balt auf bic bcfanntc föcifc i3efunbcn mirb. 
2)ic (Seitenflächen einer regelmäßigen ^^pramibe fmb lauter einanber 
gleiche, gleichfd)enfctigc ^Drctccfe. 

Sis- i-'2. gig. 123. 

a 



/ 




^cjcichncn loir mit s bic ^änge einer ©runbfante bc einer rcgel* 
mäßigen ^pramibe, mit l bie Sänge be^ »on bcr Spi^c a auf biefe ©runb* 
fantc gefällten ^^jerpcnbifcU ad, fo h^t man befanntlich fiir ben gläc^en^ 
inbalt J bc^j 2)rcictfö abc 

j. Is 

3lt nun ferner n bie (Seitenzahl ber ©runbfläche, fo ift ber ©c^- 
tammtinbalt 0 aller (Seitenbreiecfe bcr ^^;ramibe 

^ n .8 .1 
^^=-2~ 

^)a nun aber ns ber Umfang bcr Örunbfläche ift, ben wir mit u 
be^eicbncn woflcn, fo ift aucb 

u.l 
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ober mit IBottett: man fitibet ben ^ut^alt alUx ®citenbrei€(fe 
einet qttahtn, tt^tlm&^i^tn fßptamiht, wenti man ben Unto 

fang bcr ®ruubfld4)c mit bct J^albcu 4>ö^e ciucö ©eiteubieif 
c(tö muItivUcirt. 

(^etod^nU(^ ifl bie ^dl^e a<£ bed (BeUenbreiede nic^t unmittelbat ' . 
^fgeBnt; ba^egen fenni man entmebee bie Hn^t htt @eiten(anien (alfo 

j. ab in gig. 122) ober bte ^)öbe bct ^pramibc (ap tu gig. 122). 
^uö biefen Angaben Ia§t ft(^ aUbaun leicht bie^ö^e l (ac^ in gig. 122) 
mit ^ttlfe bed $9t^agov&if(|ien i^e^rfa^ed bececf^nen. 

5t II f ö a b e n. 

1. S>U ^aßd ein«r getaben ^pramibe fei ein Onabiot, beffen ©eite 
3^' Mx&^U bie »eiHcaU «6l^e bet «p^tamibe (ap gig. 132) fei 4"; 

ojie 0rog ifi bie ©efammtoberflidc^jc bet ^Jpramibc? 

2. JDic ©citc bcr ^aji^ einer geraben quabtotifc^en gJ^ramibe {ei 
7» bte ©eitenfanie (a^gig.122) fei 12<»; mit gto( ifl bie^efammi* 
tiUx^ä^t ber ^praniibe? 

3. 5Die 53n|l3 einer regelmäßig breifeitigeu ^pramibe ^at einen ' 
Umfang von 12", bie i^dnge einet ©eitenlante betragt 3''; »ie gro^ ift 
i^te ^ammt9berfUii|c ? 

4 3ebe ^nbfante einer regelmäßig breifeitigen ^^pramibe ^at 
eine Glinge \>im 6"; bie \>crticaU .^ö^e biefer ^Ppramibe fei 5"; wie 
gioß ijt i^re ©efammtoberfiac^e? 

5. ^ie @Hrttnb(ante einer rege(mA$ig fe^dfeitigen ip^ramibe fei 
6", i^re ^^l^e fei 8"; mit gro§ ift il^re tlefsmmtoberfi&c^e? 

Die OberfUUdie geradar Segel (&ft mä^ ben im vorigen 60 

*Poragra^)^en erWnterten ^rincipien Betei^i* 
ucn; man ^at nnr in bte ©leid^ung (1) 
auf @eite96 für u ben Umfang bcd ©runb^ 
tceife«, filr l bie SAnge ber l^inie sb (gi» 
gut 124) ju fetten, bie man !»an ber ©pifce 
^ jn irgenb einem ^ujiftc b bed Umfangö 
ber @(ttnbßa(|>e ^iell^en (ann. 

3fl r ber 9(abiu0 beg iS^mnbUeifedi 
fo ijl 2«r fein Umfang. SBejeic^^uen mir 
mit h bie Jpo^c sp bed i^egelö, fo iji sb 

Stull et , cscnc ®eomttrlc uitfe etcreomctrir. ^ 
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98 Sßm^nmi ber Mv^obtxfl&i^m. 

^tx ^\&^ini\\\)a\i bec ^anteljldc^e eined geraben Stt^tU iß bemnad^ 

J=7er VA« + ....... (1) 

u f ß a b c n. 

• 1. 2)cr 9Jabiue bcr 53afiö eiucd gcrabeu ^cflelö fei 2«^™ fctnc ^öt)c 
fei 3«>"; mie gtp§ ift bet Su^alt feinet SOtonteipd^^e? SBie gvog iß t>er 
giai^enitt^aU bei: iBafie? 

2. 3)ie SWftutcIfia^e eine« getaben Äegel^^, luelcfcer 7" f)o6) ift, ^at 
einen glac^enin^alt oon 25 Onabraigonen; wie gcop ifi ber SfJabiud be^ 
@)(unb(teifed? 

abgeBtiimpften geraden Kegels» 

gig. 125, fann als ein ^araUeltm^s 
^jej betrachtet werben, beffcn parallele 
leiten hut^ ben Umfang bed oberen 
nnb bed unteren iheifed gebitbet 
»erben, nnb beffcji ^ö^e ^Uiä) ift 
ber <Seite ab beS abgeftumpften-^ec^cU. 

.iQ3e)ei4)nen mit mit i2 ben ^Siaf 
bin« be9 unteren, ntfi r ben 9tobind 
be« oberen ^eife^, giß. 125, mit 9 bie Z&n^t ab bed ab(|e{ittm:|)ften 
^0(16, fo ift tmm^ ber gläc^enin^aU feiner Mantelfläche 



Die Oberflftobe eines 

125. 




i2 4- r 

y^un ift aber — ~— ouc^ ber 9iabiud eined Äreifeö, welcher in 

berÜJlitte gwif^en bem oberen nnb bem unteren um bfe^egetfläd^e ^^tmm* 
lÄnft, nnb n^dc^en mir aU SDlittclIreiä bezeichnen woHen. 3»i8^Ö'125 
i}1 cd/g ber aJlittellreid. 

WlavL fann bemna^ fa(|en: bie OberfU^e be« SRanteU eine« 
abge{lum|)ften gefaben Stt%tU wirb gefunben, menn man ben 
Umfang feine0 SDlittetfrcife« mit ber ©eitenUnfle beö abge* 
jlum^jften ^^egeU mnltipttctrt. 

$(n einem abgefhtmpften Stt^ti fei ber SiahM bed unteren Sttti\t^ 
^, ber bee oberen 8'', bie @eite a6 aber B^'; »ie grof iß bieSOlanteU 
pche biefe« abgefinrnpften Tegels? 
g2 Beziehimgeii des abgestumpften Kegels zu der Kugel, 
welche ihn in seinem Mittelkreise berührt. Kenten wir VM ben 

i^rei« gi0. 126 um bie «iü^A. ^Piirbre^t, fo entße^t burc( bie Se* 



1. 
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wcgung bet ^rciölmic offcit^nr eine ÄugcloBcrfld^e. (50 fei nun in 
ix^ttnb einem fünfte e Stm\U eine Slangenie an beufelben 

logeni nnb aitf blefee Don c and 
na(!^ Belben leiten gleiche SdnQcn 
cf unb aböef(|)nitten, fo ent^ 
fle^t bur(^ bie Umbu^nng htt 
Shiie <!/ um bie 9Kxe a6 bie 
aRantcip^c eineö abgcflum^fkn 
^ci]eU, tvcldjc »on ber crroäl^ntcn 
Stu^d in intern ^ittelfceife be/ 

Kenten wit iin^ nnn in ^td* 

126 Den c ein 5>erpcnbtfct ck 
auf bie Umbrehmö*:3flxe gefaßt, 
fo iß bie« bei: diabind bed S)ilitte(<« 
hetfeö für bie fragli^c Äegelfld^e, 
tcn mi mit r bejei(^nen »ollen. 3)cr glät^enin^^alt biefei SDlantelflÄc^e 
iß nacf^ Dbigem 

J = 27cr8 (1) 

ntm mit 9 bie SAnge 4/" beaei({^net- wirb* 

Säst man nnn fevneT üon d anf eine burc^ / mit eh i^araOet ^t» 

logene ?tnic ein ^Pcipcnbtfel melc^eä ntcljt:^ aubcre^ \\i aliJ bie üci*# 
ticale Jpö^e bed abgeftumpfteu ^egcTd, bte mi mit A begeic^nen »ollen, 
|ie^i man fernes benSitabind ei, bejfen i^nge bnri^i^ beiei<^net werben 
foQ, fo entfielen bie Al^nn<l^en ^tität dfg nnb eik, an« weiften {l^ 
folgenbe ^it^^^i^rtieu c^^icbt: 

dg i fd = ck i ei 




h i i z=i r z M 



ober 

nnb Hxau^ 

SBir Cdnnen alfo in ©leic^ung (1) füi rs bad ^robnct i^A fetten, 
o^ne baf ber Seril^ i»on J ge&nbert wirb, nnb ^Un alfo 

J = ÄJTÄÄ (2) 

5^un i|i aber 2 3ri2 ber Umfang bcr^ugel, welc^^e len abgcflum^^ften 
Sti^d in feinem äRitteltreife (er&^r^ nnb h ifl bie oertifaU be« 
aligeflttm^flen AegeU; feie eUi^Mu^ (ß) (df t pc^ atfo in Sorten fo 
ouöbrüden : 

7* 
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100 Scrcc^nung t>cr Äörpcrobrrfläc^cn. 



^Die SJlautelfldc^c cincS abflcjlumpftcu Äc<jctd l^at ßtcic^eu 
gldc^cnin^alt mit bcr !0lantelf Iäc()c eined ^plinbcvö, bcffcu 
JDutc^mcffcr fo groj ifl wie bcr ^Durc^mcffcr bcr^ugcl, wcl^c 
ben abgcfhunpftcn ^tcgcl tu t^rcm ÜJltttclfretfc berührt, wnb 
bcffcn ^)ß^c ötet(^ tfl bcr »crttcaTcu J^ö^c bcd abgcftum^ftcn 
itcflcla. 

63 Berechnung der Kugeloberflächen. Um einen £rctö, gig. 127, 
fei ein rcQelmägtöcd ^tbtec! gebogen nnb baffctbc um bcn JJurc^mcffcr 



Stfl- 127. »ig. 128. 




ah «mgcbrct)t, welcher jitei ^^aratlek ©eitcn beö ?lc^tccfä mit ein* 
anber »erbtnbet, fo entfielt burc^ btc Umbrc^ung beS ^rctfcö eine Äugcl; 
bur(^ bie Unibrc^ung bcr ^c^terföfcitcn aber bcr Äßr»cr, ttclf^cr gig. 128 
bargeftellt i% 

JDtcfen J^orpcr fönnen wir und in brct Zf)tiU gcrtcgt benfcn. 2^cr 
mittlere ifl ein ©pliuber, welcher mit bcr Äugel gleichen S^abtuä B ^nt, 
bcjTcn ^ö^e wir aber mit h bejci^ncn wollen; bie SKantclfläc^je bicfcd 
e^linbera ^at alfo bcn ^n^alt 

2ln bicfen ^ptinber fcfet fi^ oben unb unten ein abgcpumpftet 
Äegel on, welcher »on bcr ^tugcl in feinem 2Jl{ttcIf reife berührt wirb, 
unb bcjfcn J&ß^e wir mit h' bejcic^incn wollen. 3)ie !Kanteljlä(^)c jeber 
biefcr abgeftum^pftcn itcgelfldcSen i^: 
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Tic Okrflnc^c 0 ber mittleren ^^Huberflä^e uub ber Reiben fic^ 
an biefelbe anfefceubcu nb^^eftum^ften Äcgelfläciben jufmnmeu öenommeu 
tfi alfo 

0 = 2%R ih' + + /O. 
Tk eumme ber ^)ö^en h' -\- h -\- h' ift aber offenbar bem 2)ur^? 
meiJer ah ber ^ugel QTei^; ber (^efammtin^alt jener ci?linbrifc^)en unb 
conifc^en gleichen ift olfo 

0 = 2jtR . 2E = 4:7t R^. 
2)enfen wir nnö in glei^er SÖeife um einen Ärei^ »om 9iabiuö R 
ein regelmägige« Sec^^^e^necf , gig. 129, gejoflen unb baffelbe um ben 
Big. 129. gic\. 130. 

















h 
















Äugelburc^meiJer «6 umgebre^t, fo entfte^t ber Diotation^för^jer gig. 130, 
ml^cx h\x6) eine mittlere (SplinberPäc^e unb fcd)$ abgeftumpfte ^egel* 
flächen gebilbet wirb, ihmi benen je gnjei einanber gleid) ftnb, unb wel^c 
fämmtli^ »on ber burd) bie Umbref)ung beö ^rcifed gebilbeten ^ugel in 
ibrem 9}Zittelfreife berührt werben. 53ejeic^nen wir mit h bie ^)ö^e ber 
mittleren ei;linbcrfldcfcc, mit A', h" unb h'" bie .^o^e ber oben unb 
m6) unten ber Oiei^c m6) folgcnben abgeftumpftcn ^cgct, fo ift bic 
Dberfläd)c berfctben \>o\\ oben anfangcnb ber ditif)t nac^ 

2 TT Rh'" 

2 7t Rh" 

2 7t Rh' 

2 7t Rh 

2 7t Rh' 

2 7t Rh" 

2 ;r 



102 9eve4inim9 ter £ör))erpberfläc|^em 

alfi) bcr ®efnmmtinl)att aller bicfcr Sfiotaticnafldc^en 

2«Ä CA'" + + h' + h + h' + hi* + Ä'"> 
©ttmme bet in ben S&jmmtm ^l^enbeit ^h%tn ifl ober n^tt 
anbete« bet JDurt^meffct be« Äreifc« gig. 129, olfo 2E, mi^ü^m tp 
bte ®cfammtübcrfld(^c bcö ?Kotfltionöfßrpcr8 gig. 130 (mit Sludf^lug bed 
pbcn unb unten ^t^xwaitviiivx Greife«) ebenfalls 

0 =r 43rm 

SBit/fdnnen auf biefelBe SBetfc fortf(^lte§cn, ba§, wie man au^ He 
^citeuja^l bed um bcn5?rcid bcfcfcriebcncn ^iclccf^ »ermc^ren möge, bot^ 
bie ©efammtoberfläc^e aner abgcftumpften ^e^elfl&fl^en (mit (Sinfcf^litl 
bev matteten <S|^Iinberf[&<t>e), m^t entfielen, menn man bie gange Sigitr 
nm ben ^eidbntc^meffer nmbtel^t, welcher gwei biametval gegenäbet tte« 
geube ^ieled^^feitcu mit cinanber oerbiubet, fletd 

fein muß. ^ied gilt natädifb au(^ niN|^, »enn bie Ba'&I ^ele(f8^ 
fetten bi« in« Unenblid^e i^emel^Tt wirb, ffir n>eT#en gatt bann bie 

131. fammt^ctt aller abgeftumpfteii 

^egel in bie ^utjel gtg. 131 
übetge^t, beten ObecfUiil^e benu 
nad^ gtei^faKd 

ift, wenn R ben Siabiud bep 
felben be5ei<|inet 

4ffi2s ijt aber au<i^ bte 

5}?anteIf[Äc^e eined ^^linbcr?, 
bejjcn 3)ur(^mcfj"cr 2 R unb 
beffen.&d^e 2i2 iß; mit f^nnen 
beei^alb au(^ fagen: ^ieObet^ 
fld^e ciiicr, Sauget ifl glet^ 
ber 2){autelfiä(^e eined ^egeU, \Mti^i% mit bei j^ugel ^Uicj^en 
^Dutc^meffet unb gleiche ^h^t b^t. 

Ilufflaben. 

1. ^cr S^abiue cmei ^ugel fei 3" ober 5^"^ obet 13'; n>ie gto^ 
iß if^te Obetßd4^e ? 

2. ^et ^ttt^meffet bet (5tbe tfl glctc^ 1720 beutfc^e Sleilen; loie 

^kl Ouabratmeilen beträgt i^re Oberfläche? 
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3. 2)ct X)urc{)mcffet bc« ?Dlonbe3 fic^ bcm bcr (Srbe 
mte 3 gu 11; in melc^etu ^er^äünt^ jle^t bte Dberfläd^e bed ST^onbed 
jur Oberfläche bcr (Srbe? 

4. 2)ic Obcrpac^c einer Äugel foö 3a2Dleter betragen; wie groj 
iimg il^r 9inbiu3 fein? 

5. 2Öic üiel S^ü ift ber DJabiu^ einer Äugel, beren Oberfläche 
1 Ouabrrttfug alt parifer üJZaa§ ift? 



3it?citc3 5?apitel. 



Die Körpereinheiten. 5)en 9iauminhflft eineä Äör^)erd fctnn man 64 
nur baburch beftimmcn, ba§ man ermittelt, mt oftmals ein Äerper \>on 
befannter @rß§c, ben man alö Äorpereinhcit annimmt, in bemfelben 
enthalten ifl. 

2Uö Diaumein^cit nimmt man bcn SBürfel (ßnbuö), beffen 
^ante i\t ber Längeneinheit. @d giebt bemnach rbenfo Diel 

\)'crfchiebene ^örpereinl)eitcn, alcf eö Längeneinheiten giebt. gig. 132 
ficllt einen prcu^ifchen 5?nbif joll, gtg. 133 eine prfu§ifche ^nbiflinie 
nnb gig. 134 ein Änbifcentimcter bar. 



Äifl. 132. gig. 133. 9ii<^. 135. 




SÜcnn man bie ^öngenbimenflonen einc'3 LangiüürfeU fennt, fo 
ift cd leicht, feinen IJörperinhalt (Äubifinhalt) ju berechnen. @d fei 59. 
ber ?angn?nrfel, gtg. 135, b'" bccit, S'" bic! nnb 12 " h«?t^^ fo M"t feine 
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104 99m4»ttung be^ Iör))erU4fen ^nj^olt^« 

9fitnbp&^c offenbar 5 X ^ = ^ OuabratUnien, unb auf biefe (§iuitlM 
fla^c fonii man alfp 40 SBATfed^en auffetK«» beten ©ette 1'" ifk, »le 
^0.186. bicö gig. 136 anfc^auli^ ma^t. (Bol^t40Stvi 

hitiinmx eutl^oltenbet, 1'^' ^o^er ^o^en mug moii 
üUt 12 aufeinanber fetten, um einen bem 
mAifel ^ig. 135 gteit^en tthv^ §u etl^alten; b 
3ul)alt beffclbcn ift alfo 
5 X 8 X 12 = 480 ÄubitUuien. 
Segeidj^net man allgemein bie btei ^imenfionen eine^ ^^angwiltfcU 
mit a, b unb c, fo ifl fein fd(|>e?Ii<|^er 3nl^alt 

J z= a X b X 
5EBeubeu \r>ix bnd auf bie 3nl^rtUöbei'ect?uuug eiucö äöürfcU an, 
bejfen (seitenlange glei^» a i% fo ^aben wit füt biefen aud^ 6 = a mri» 
e = a, foIgti(^ ifl bet' (5tr|>etU(^e ^nl^alt biefed SDflvfeld 

J — a X X = 
SDlan finbet nlfo ben förpcrlid^eu 3nl^alt eineö SBütjele, 

toenn man bie Seitentange in bie bfitte $oten| et|^ebt 

IDeT Utptt\iä)t SnBalt eined ^üxftU, bejfen Tanten 4 (Senüntdet 

laug fiub, ift bcmnad? 

4X4X4 = 43 = 64 ^ubifccnttmeter. 

£)ie iat)>etti4)en3nt^aUe t>etf(^iebene(äBüi:fe( i»eefiaUenfi(^ 
bemna^ wie bie beitten fpotenjen i^eer (Seitenlangen« Bm 
bic ©ciic ciiKö iiiurfclä 2^, 3*, 4mal fo flrc^ u.Hi;b, fü ivitb fein 
f^ali S^, 27^, 64mat gröpet. 

S)ie Detfcj^iebenen ^ubifeinffeiten ^tt^aittn fi(|^ bemnaf^ 
an<l^ mie bie btitten ^otenjeu bet entf^Mrec^enben S&ngenein^ 
Reiten. 

ift bemuac^: 

-^cob met ^ 1000^*^^ decimfit 

^oub dm — . lOOO*'"^ ceutlmet 
Jcob em 1(X)0^"*^ mltllm, 

geinev ift 

lenbi lOOOcttb^« 

^eub«' ^ 1000^"^"' 

für ^e^nt^eiliged gugmaap^ mä!)renb für ^nobecimatmaa^ 

Jcub« 172gcub«'. 
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^recffnung t)es^ t&rpeiiict^en 3ni^a(tö« 105 



1. 3Bte ml parifcr ^uHffuf entpU cme .^hibiftoifc? 

2. mit m StuUtttniimtttt ent^Alt ein Ibabif^ci ^ibifaoE? 

3. Sie i»ie( ituhitmmimtttt ettt^AC» ein ipTeupifc^er ^^ifgott? 

4. SÖtc i>iel Äubifcentimeter fmb bte§? 

3n toelct^em ^ei^Uni| fie^t ein paiifct i^u^ifgott einem 

6. 3n »et^em ^tt^iini^ ber dfiemic^ifc^e JtuMfsoÜ inm 
(tt^tiften ? 

NB. Um biefe iHufgaben lofcu, fmb bie SBct^dUuine bei tnU 
f^teil^enben ^ängeneini^eiten and f. 3, ©eite d nnb 6, {n entnel^men. 

Inhaltsbereehnung gerader Prismen und Gylinder. 92a<^ 

bem, wag im ^jorigen ^auii^rap^cu btfptod^cu a>urbe, ift cd flai", ba§ 
man ben fubif4>en 3n^alt einer getaben @cffdulc finbct, wenn 
man i^ve &tnnbfU^t mit ber ^ö^e mnUipUcirt; b. ^. e« ift 

X Ä (1), 

M>emi J ben cuHfc^)cn 3nt)iilt ber Gcffciulc, g bcu (jläc^euiu^alt bei 
®rnnbfldc^e uub h bie ^ö^e ber ^dulc bcjcic^iut. 

^Diefetbe <§^(eic^nn0 gilt anc^ ^ux i^etet^nnng bed (de^etli(|»en 3n« 
f^M getabee €9linber. 

Stufgaben. 

1. ^ie ®rttnbfl&<^e eine? getaben GdfAnle fei ein gUit^feitiged 
iDitietf, beffen ©eitenlan^e 5« beträgt; bie ^ö^e ber ©cffäule fei 12"; 
»ie gro§ i|l il^r ÄcrperiuljaU? 

2. ^it (BtmhU^t einer geraben (Sdr&ule fei ein regelrndjiged 
Se^ged fron 7«» Seitenlange ; bie $i^^e bet i^dfSnle fei 15«"; »ie gtofi 
11^ i^r Äörperinl^alt? 

3. ®ie grüf ift ber .^törpcrin^alt einer regetmäpig a(^tfeitigcu, 
gemben (SdfAule, wenn iebe ^4^teddfcite 3(§entimetet lang nnb bie ®öule 
9 (Senlimeter ^oc$ ifl? 

4. 2Öic t^roi ift ber .«örperin^alt ciuctj ^evaben ßpUnberd s>on 
(reidformigcr ^aftd, memi ber ^urt^effer biefer ^a{ld 3'^ 2^'' {)reuß. 
nnb feine <&df^e 5'' V" betragt? 

Körperinliait schiefer Ecksäulen und Pyramiden. Um bcu 6<i 

tör^erlicf^cn ^tt^att J einer fc^iefen (^cffaule ^u berechnen, ^at 
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man nur bcn Ouabratin^aU(7 ber® tun b flocke mit bct oerticalcu 

^ö^e h bcr (Säule 
ju multiplicircn; cö 
fommt alfo auc^ \)Ux bte 
gormcl 

J=:gh . . . (1) 
in Slnroenbunj]. Unter 
bcr ^crticalen einer 
f*icfcn(5(ffaulc,Sig.l39, 
ocrfie^t man ober bie 
^dngc bcd ^3erpenbiCel^ 
ab, ml^cd man Den 
irgenb einem -^Jnnfte a 
ber oberen (mit ber®runb* 
fläche parallelen) Gnbfla* 
c^en acd auf bie (Sbene 
ber ©runbflä^e fällen 
fann. 

iDie ?(ntt?enbung ber 
gormel (1) jur Sut^altd- 
berec^nun^j fc^iefer 
fäulen ftüfet fic^ auf ben 
<Ba^, ba§ (Scffäulcn 
tjon 9leic(;er ®runb? 
flädje unb ^i\)c audi) 
(jleic^cn^orpcrin^alt 
^aben. 

5J)cr 53ewei5 biefcd 
Sa^e^ lägt flc^ am ein^ 
fac^ften auf folgenbc 
Söeife führen. 

25enfcn wir un3 ir* 
genb eine gerabe ©tffäule, 
gi(j. 137, hux6) gleich 
weit üon einanbcr ab^ 
ftcl)enbc, mit bcr @rnnb* 

päc^jc parallele dbcnen in eine 9Rei^c gfci^ ^o^cr 3ct>ciben jerfc^nitten. 




Digitized by Google 



Serec^itttttg M UtpttU^en ^n^at». i07 

fo laffen fi^ tiefe S^eiBen in htt Seife mf^i^Bett; baf hit tnifpu* 
(f^cnben ©den aHer ct)t^tlucu (Sc^eib^en, n?cl^e itrfprütt(^t{(^ cfnc ^mit 
DU be( geraben (^(ffdule btlbeten, nun iDteber tu ctuei: gecaben tinU 
dh lit^tn, welche nit^t mel^v ¥e4tu>inletig auf bec iSafld Mi Stuf 
biefe Seife tni\ttf)i ein aud ite|>)>enfdrmtg ABeteinanbet gelegten @^eiB« 
*en jufammcngefc^ter .Körper , 138, »cT^er mit ber geraben 
faule, gig. 137, gleichen l)(it, \>ci er \a am benfelben ^l^eil^ 

fd^i^Un befielet n»ie bie (Siffftute, nut baf biefelben i^ier anberd onfge^ut 
{Ittb a(d boti 

^ie aii4»tig{eit unfered Scf^Iuffed iß »on bei? ^^d^e bet einzelnen 
3!^eilf^i<^tett )»o1Ifommett una^l^ftttgig; er HeiBt d^tig, loie fel^v mit anä^ 

bic ^6f)t ber einzelnen Sl^cilf^ic^ten veminbern^ alfo axid) t^re 2lnjal}I 
wmei^ren ntögen. 53c{ ntcl^t uub me^r abne^meuber 4)ö^e ge^t aber 
bie ©efammtl^eii ber «»erf^fobenen X^ei(f4ii(fiten aud^^ me^r unb mei^r in 
bie ft^cfie Wj[&uU, 9ig. 139^ Aber, »eli|e bemna^ M gteii^er €)mnb^ 
flache iinb gleicher ^ö^e (a6 = AF) au^ glei^jen Äör^jerin^alt mit 
ber geraben (Scffdule, gig. 137, (lat. 

(S« gilt biefer natürti^ ebenfo für eine !»ierfetttge , fünffeitige, 

fed^dfeiti^e (Scffaule , wie für eine breifeiti^e , ba unfere S3en?ct3# 
fü^rung ia »on ber ©eitcn^al^l ber ^afid üöfiig unabbäuöig mar; er 
gilt mithin au^ fftr ^^tinber, b. 1^. ber ^uBitint^alt eined fc^iefen 
iSi^Iinberd ift gleich bem ^uBifiul^aU eined geraben Don gtei^ 
^tx (5)runbflä(^>e uub ^^t, 

fPipramiben i^on g^eic^er 0>rnnbfl&(^e nnb ^dl^e ^aBen eben^ 
falU gleichen Äörperiui^aTt 5>ie eben bnr(^>gefu^rte 55e»ei«ffti^)rung 
läßt flc^b o^ue ©eiteret auc^ auf übertragen; eö mag beö^alb 

genügen I bied an^uföf^ren. £Der ^^Utt mag bie 9(n0fül|^rttng be« 
weife« fetbfl mfu^en. 

Der Kubikinhalt einer Pyramide ist > ■ vom Kubikinhalt 67 
einer Eoksäule, die mit ihr gleiche Grundfläche und Höhe hat. 

öcwetö. @0 fei ahcdfg, gig. 140 fa. f. «i*'^ ^ctabe breifeitige 
©aule. $)eufeu -mir uuä eine i£d)nittfläc^e burc^ bad (Sd c unb bic 
Stmit dg, unb eine gweite bttrc|^ ba« (Sc! g unb bie ^ante ac gelegt, fi» 
ttifb babnr^ bie breifettige 4$((fMe in brei ^^ramiben getl^eitt, welche 

in gig. 141 (a. f. (^.j au^einanber geuicit ^^i^ei^net uub mit I, II unb 
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III hqc\d}nH jinb. 2)ic ^pramtbcn I iiub II ^abcit ötcfdicn 5?arpcrin^alt, 
benn bie ©runbflachc d/<j bcr einen ifl gleidj ber (Srunbfla^je abc Ui 
anbeten, unb ferner ift bie ^il}t fc ^Uiä) ber jQ^ht Ij. 




gtg. 141. 





^ag aber auc^ I gleich IH \% ergiebt flc^, mm man acd tu 
Orunbflac^e ber ^fpramibe III, cdf aber atö ©rnnbflädje ber ^pramibe 
I betrachtet, gnr btefen gall ifl ^, gig. 140, bie 0cmeinf(haftticbe <2ptfe< 
ber beiben ^pramtben, unb ba^3 oon g auf bie (jegenübcrfte^cnbe glÄdJf 
acfd gefällte ^erpenbifel il^re gemeinfä^aftlic^e ^)ü^e; bie ^Ppramibcu I 
unb III haben atfo gleiche ©vunbfldchen unb gleiche Jpöh^, folglitb ifl 
auch i^i i?crperinhalt gleic^. 

2)ie brei ^pramiben I, II unb III halben atfo gleichen ^örpcrin^alt, 
unb ba fle jnfammcn bie ©cf faule gig. 140 bilben, fo ifl ber 3ii^^^* 
einer jeben berfelben »on bem Sn^atte biefer ßcffaule. 

93ejetchnen wir mit g bie ©runbfidche, mit h bie ^^\)t ber ©cfffiulc 
gig. 110, fü ijl ber ^örperin^att berfelben gh, folglich bcr Äörpcrin^alt 
J einer jeben bcr brei ^pramiben gig. 141 ' 

= f 

b. h- i" SBorten: man finbet ben Äorpcrinhfllt einer ^Ppramibc, 
roenn man ihre @runbflächc mit ber »&6he multiplicirt unb 
ba^ fo erhaltene ^}robuct mit 3 bi\)ibtrt. 

Cbigc ©leichung (1) gilt natürlich auch jur Berechnung bcd Äoi- 
perinhaltd t>on Regeln. 
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1. Sßie gio§ ift hct Stüt^^txin^aU einet breifeitigett ^pmmibe, beten 
®rttnbf[A(^e ein gteic^feittged ^reied i^on bet <SeUenUn(^e beten 

2. Sic Qro| tj^ bet Äör^>ertn^att einer qnabrattf(|en ip9tamibe, 
iwntt Jebe ©eite bet SSaftd 7^« t^re Jgjö^c aber ö«°» ifi? 

3« Sßie gto$ tfl betr StHptünf^aU eine9 tegnlAten Stetvaebet^, b. ^. 
e(ne9 buf^ btd gleicbfeittge 5Dteietfe begtdnitettAlfflperd, »cmt bieSAnge 

jebei ^aute 5 (Sentimetet i^? 

Berechnung des körperlichen Inhalts einer Kugel, ^cttfen 68 
mit nnd bie gan^e Dbetßäc^ bec Stü^tl in eine mdgli(|>|i gt«|e ^n^a^l 
untet dnanbet gleichet ^^L^tnpM^tn gci^eift, bie man aUt %%ttt 
j^Ieinl^eit wegen <iU eben behalten f<iun (bie Hnja^I btefer ^(^(lenif 
ftücf^cn fei mit n, bie C)berfla(^e etueä jeben fei mit o bejeirfinet), fo 
fauu man jebed betfelben aU ^afid einet ^tamibe betrachten, beten 
<Spite in bem SOlittelpunfte betJhtget liegt t>it $6^e einet folgen $1^^ 
tamibe ifl bann natütli(|) gleich menn mit mit M ben 9}abittd bet 
^ugel be^eii^uen; bet ^i^^alt eine^ folt^en ^ptamibt^en ifi aifo 



2)er ^ni)a\i ber JJujjcl befielet aber au3 n folc^er ^ßpramib^en, ba 
i(bem bet n Si&<(^^nfhi(Icben, in »el^^e »it und bie i^ugelobetßäf^e ge^ 
tl^eiU backten, ein fol^ee im SHiteT^nnfte bet Stu^tl gipfelnbee $ß9» 

tauiibc^jcu eiUfptic^t. 2)er bet ^ugel ifi bauiiac^ 



ba aber it.o bie <9^efammtobetfIft€(fe bet ihtget iß, fo ^aben mit fnt n.a 
[ \\\ fefccn 4atÄ3 ($. 63), mithin f)ahcn »it für ben Snl^alt ber ^ugel 



ob«, »enn mit füt feinen Ba^^tenwettl^ bid auf «iet ^Decimaljletten 
genau feigen, 



3 



J = 





(2), 
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1. ©te gro§ ift ber f0rperltcj^e 3^^^^^ Äugeln, öuf welche fic^ 
bie Slufgabeu in §. 63 bejtel^en? 

2. ^er Äövpettn^alt einer Stu^tl ift 3 jhtbtfcentimetec, »ie gro^ 

B. Sie t)ie( <5cnttntetet Utt&^i htt dtdbiite einet Gpfünbigen vnb 
einer 12pfünbigen ^anonenfugel? (^a^ ff^^^f* ^en^ic^i bed Q^n^cifend 
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sunt ®cI6flunteni4^fe ieatbeitet 

»Ott 

Dr. loh. püUer, 

9r9fiefr«r Ui Vbt^fll unb IctncloBir an »ci Uniotrfltöi gicCbura im Srtitfloa- 



3tt btei XMH^n« 
Sflit )a^(tei^cn in ben Sext einsebruiften ^0l)(4nttten. 



@(emettte btt eBenett uttb f^prifdEien Srigottometrie* 

Zweite verbesserte und vermehrte Auflage. 



18 59. 
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Elemente 

©c^^ulcn unt) jum <Sel()puntcrri4^te bearbeitet 

von 

VMftfftv »er VIvff HR.» tMiiiwU%U ük Nt UntvcillMt |« Bfnttarg Ini VtiM^si. 



ftit S5 in ben £crt eingebtucfteit ^ol^f^tiitten. 



Zweite verbesserte und vermehrte Auflage. 



^tud ttitb SevUd von ^ttebTi«^ 99te»e0 unb 6o^iu 

1 8 6 9. - 



mokcmcn Spraken »itto MrBe^alttn. 
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(Sin 0ntnbli(fccd (itutiinu tcr DlaturrotiTnifitaftni itamciitlid) aber bcr 
^byfif, ift, mit mi)i allqemciu aucrfauut wuD, u^uc mat^cmati|(|^c 
^oifenntniffe 9an| unrndgl^, unb Don num^et ^ite f^tt ^drt «an 
bed^alb aud^ htn SRonticI bctfelben Uttct ^eflageiu ^ mtn alcf bo4 
bic üJlat^cuiatif foft auf oUcn bft^cren (BdfuUn^dikn 3)futf(^l(mb« Hne« 
wefcutU(^cn ^Ibeit beS ?cctionij;>la»cö bilbct, fo fann bcr i>crbÄUni§maf;ig 
geringe (befolg bed tnat^eituitifct^eit Unterrichtet faum iu cUm^ ^lubetem 
gefttd)t werben, aU in bet unjwedni&ligcn Sltt, wie betfeibe ^ftitfig tu 
t^eilt wirb. 

S^cr ^i>Ln'trafl ber matbcmattfdjcn XiiiipUucu luiit' uämlid^ Diclfa6 
aüju obftract gehalten, n>a^ bie uac^t^eiligc golge ^at, bo§ er uit^t nur 
f&t bie Dkturwijfenfcbaften Doatommen unfruf^tbac bleibt, fonbent bdf 
tt bei bcn ^tUern eine meiß ^^wtt %n dbermiiibenbe ftbiteigung 
gegen bad matt^emotifc&e ^tubium ^ert^onnft 

5(uffatlcnbcr ©eifc treffen bicfc Q3or»ürfe »orjufjönjcife ben gcome* 
trifcben Uutcrttd^t, kod^renb ^ritl^metit unb ^gebra ßcb meift eined »eit 
belferen (Srfotged |tt erfreuen b^ben. 

^ie mot^ematifii^en Sßoitennhtiffe, beren man f&r ein gcbetbU(^ee 
^tubium bei ^i^p^t bebarf, finb, wenn cö fid> nidjt gcrabe nm bte 
fc^n^ieriißftcn gragcn ^anbelt, meber fe^r umfangrcid^ mö^ fct^iver jugäug^ 
li(|^. bebarf nur )>er^6Unt$m&$ig weniger aber ftar oerftanbener 
®Abe, welff^e bnr«^ genügenbe lUbnng »oflfontnten geißiged Gigent^nm 
^ewnben flnb. ^abnrc^ ift nnn ber SBeg bezeichnet, raelc^er beim mai^c 
matt [eben Uiucnid^te befolgt uHiijcn mn\;, mmi er fmc^tbringcnb fÜt 
aüiHcu!4^aft unb ^tUn »erben foü. (äö ^anbelt fid) batum, bie für bcn 
logifi^en Sttfantmen^ng, für bad gprtf^reiten in höheren mat^ematift^en 
^idcipUnen nnb fftt bie ptactif^e ^tnwenbnng nnentbcl^rlii^cn fBa^t* 
Mitn mSgtichß tU» nnb i^erpftnbUch su entwitfeln unb bun^ geeignete 
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f&ti^pitU gut eiitstiübeti. 9{iY(|enb« mtU eine Uebedabttng an 9Jlatertai 
nitb ein Q^etUeren in SpecialttAten na^^t^citigev aU Mm ntAttematifi^it 

3n bicfem <Stunc ^abe icb ed »erfutbt, bie »ic^tigflen «^ecmctrifc^cn 
$)tddplinett |tt bearbeiten, nnb ixoat in brei Xl|^ei(en, n&mltcb: 

1. ^ie Elemente bet ebenen Geometrie nnb ®ieTeometrte; 

2. Xic (ÄUuuute ber ebcueu uui^ f^^ärifd^cii Xci^oiio* 
metrtc; 

3. S)ie iSlentente bei analptifcf^en (Seomettie in bet (Sbenc 
unb int dtanme; 

weldic jn?ar dn jufattimei^eboriQeö ©aiijeö Inlben, \)on benen abet bocib 
auc^ i^ber einzelne Xi^til für ftc^ belogen «oetben fann. 

^e beiben etflen X^^e etfciKiiten gegenmArtig in ^weitet finflagc. 
S)te erfte ^[ttjfage bet ebenen H^onteteie war im 1838, bie erjle 
inuflni]e bcr $Iri(]pnoitietrtc wrtt int Jabrc 1839, frcUicb m etwa^ä maii^ 
gcl^after ^nöftattung, iDamftabt erfc^tenen. ^ie bariit befolgte !D{c^ 
ti^obe ll^at bei bem geometsifi^en Unteni4^te, u>el4^ee mix an bet 
9{ea(f<^nte §n liefen big §n meinet 8etnfung noc^ gt^eiburg im ^a^te 
1844 iUertra(^en voat, tortreffltcb bewährt, inbcm e6 mir namcntltd) 
gelang, ben (^c^üUtn ein lebbafted fu( ben ^egenf^anb abiuge- 

»innen unb bie evftenlif^flen ^ottfcf^titie pi erzielen. 

®g ifi »ebet ffte ein iveitefed gortfcbrdten In bet ^ö^cren fftnif^t* 
maül m^d) iüi prafttf4>e SCnwenbungcn irijenb einer i>lrt ^^emic^enb, bn§ 
man bie geomettifcben Salj^tl^eiten einmal erfannt unb oerflanbeu ^at; 
fit milffen bnr«^ etlAuternbe 9eif)>ieU, bntc^ |>affenbe Uebnngen ^n einet 
lebenbigen SCnft^nuitug erbobcn »erben, oljne tt>el#c eine freie fernen« 
bittta berfelbcii für bie ^m^t bcr Söijfeuf^afl nnb bed bebend »oU* 
{ommen unmöglich iß. 

B&^tenb in bem »otliegenben SBeff^en bie Slafe' bei» a^ateriaU 
in bem oben angebenteten ^inne auf bad ^^ot^menbtgfte bef(br5nft 
n^urbe, mx bemüht, bie t)orgetTagenen ^ebrcn audfübrlt(^ genug $u 
ent»i<feln, um au^ beim ^elbftuntettic^te jn einem i^olltommen ttaren 
®efpdnbni| fügten )n !0nnen, ootanggefeftt, bag bet liefet afle ^Som 
^rncHond^ nnb 92e(bnunö«bcif^)iele mit ©orgfalt unb ^enauigfeit ciuöfu^rt. 

Sur eine lebenbige Slnf^auung jlnb Ücnftructionoaufgabcn no(^ 
befitmmtenS)laafen butdbaud nnentbel^tlicl», unb bedl^alb ^abe |ie aucb 
in bem ganzen Setfii^en «»on Slnfang an bntd^gefä^tt. 9lnt bttt4^ foli^e 
Slttfgaben »irb ed mdgtic^, bei einem iebcu ^abe lange genug ^u uu 
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tmUn, um i^it Um iäkbicf^itiig gt^drig ciit|U)>t^m uiib feine Sebeittttn^ 
in« teilte 8i4t {« fe^en. ^etabe Hefe (SonßvtteHonftaufgaBett finb e« 

au(^; n>el(^e beim Untertid^te bie tef^e ^^eihia^me be0 6(bülerd l^ert)or^ 
rufen uub bem Sctjrer eine (Sontrole baröbet bieten^ xoit mit bet <S4»üIe( 
tu bad ^erftanbnif bed fraglichen ®a^ed eingebrungen ifi. 

9eim ^ulnnterric^e rnüffctt biefe ^nfgaben wenigflend i^eifweife 
itacb einem ^Y9§eten ^aaf^abe «uf ber %aftl an9gefä1|rt ivetben, too^ 
uac^ tauii bie libruicu bcm l^auoUcfcni i^iiUH überlaiJcu bletbcit fönnert. 

Hebet btt cui^eluen Jl^eiU bleiben nur UDcb wenige ^emerfungen 
|u mact^en übrig. 

O^ne in 8e)ie|itim auf 5lenbeni «nb SRet^obe etwad {n dnbern, 
bnt bie joeite StiifTage bev Elemente bet Geometrie namhafte ^er« 

bejferun(^en tmb eine njefentlic^e (^ri^m^inii^ baburtö erfahren, bap bie 
noi^iueubigften ^e^ren ber Stereometrie, »elcj^e in ber erßen ftnfUige 
gani fe^tten, beigefügt »iifben. 

(Sin befonbetee 9^ot§ng bee neuen Slufiage ber Geometrie babnec^ 

gcfif^ert, boj bie gigurcn nicf5t allein vhnc '^yQU]ic[ib beffcc uub beutUc^er, 
fonbern aue^ weit ja^ireic^er fmb, alö üi ber erfreu Sluflage, »ad üor;« 
ingöweife babee tü^tt, bag ein geofet S^^eil gum (eicbteeen ^cßdnbnii 
wefentH^e S^neen, wef^e in bee erfUn Unflage ntif an» iftbergtoSer 
©parfamfeit weggeblieben nmten, nun i^ee ®te1Ie gefunben l^aben. 

2)urch biefe »erbefferte Stuöftottiuu]; buiiij [üvgfälttc^e Uebernrbeituug 
be0 XtxM unh burcb geeignete SluöfüUung man^cr Mdni , welcbe bei 
bee fruberenStnfüage (ebiglic^ bem mnnbli<ben Untetricbi« übeeiaffen waeen, 
(«Ife bad mliegenbe Setfcben bem ®elb|htntenic|te jugaitgtic^, 
fo wie burc^ ein vioflftänbiged 5Parflgra|)l^enregi|ler unb ein olp^abetifc^ed 
^n!)attd»erjeia^mB ^ur leidjteren SDrieutirung unb jum SRai^fcblogen 
geeigneter gemacht ^ahtn. 

Qut Siu^fftbeung bet donftfuctiottdaufgoben 1(1 ein S^eand^oeiene 
nnb ein SRoafftab n0tbtg. Um eine befonbeie Slnfc^affung berfetben 
cntbcbtlic^ mad^eii, unb ben »Elementen ber ebenen @eo* 
metrie« ^bbrücte eine^ ^raud|)oiteurd unb einer äP^aa^ßab^tafel auf 
fi&eteeem ^apitt beigegeben moeben« 

Hu<| bie €^eiinb|üge ber S^tigpnomettie etf^einen, »ie fi^on 
bemerft, in jwetter Slnflage, jwar ijetbeffert, aber of^nt wefenttic^e JKen* 
berung. $)ie tiigoitoinetnfcben Functionen babe icb alö Linien, alö 
bie ©eiieu rec^twinfeligcr 2)iciccfe befiuirt, in welchen eine @ctte ber 
^Angeneinbeit gUi4» ift, weit biefe Definition einfat^ee unb anf4iattli<ber 
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ift (ifd He onbere, mlä^tt fit M Ditotieitf gtodef ^idetf^dten 

te^ctdMict werben. mittle tft ein i]coiiictrifAer 3?et^riff, ber Out>* 

tient ift uict;t; bc^^^alb glaubte bie crftcre ^cfiuittuu au bies^^i^e 
ffelictti tit U|tcK a^er erfl atid btt iBeu^niino ber gom^ltt fC«|^ttDiit' 
(eltger 3)tdetfe aHeiteit }u inAflint 

Um bcm <S(^ület tiidjt mit jmei @(^n>icrigfeiten auf einmal cnt* 
gegen gu treten, l^ak ic^) au^ bie SBerecbnung trif^iiunietrifcbct ^lufgaben 
im SInfang oltfue ^nwenbung bec ^ogant^men butct^gefu^rt uitb taffe 
bie 9enii$itiig hn ^ogavit^men Hm einhetett, tocnn Me 8e|rc »on 
ben ivigotionictrifi^eit gtittcHotteii att iinb für fi(^ fldt ititb getdiifig ge» 
iiJüEfccn ift. — JKud bcmfclbcn ©runbe babc id) an(^ bie >^Drmeln, iDclcbe 
guc ^ere^nung bei: fe^lcnben ^titele ebener unb fpbäufc^ec ^reiede 
bieiten, et^ i^ottflAnbig ati6 bcY rein gevmctiif^eii ^trac^tung ttUmiMt 
snb evfl iipäittf gang gehetini ^vn biefei etfircn (Stttwideluiig, foTgt Hc 
IIini9(inb!ung ber gormein, burc^ toeUte biefeCbcn für logaritl^mif^e fkt^* 
nun^m bcc^uem (^emacJjt werben. 

SQtü im Einfang immerhin einige ^(^U)ierig!eiteu l^cit, nad^ ebeueu 
Si0iitctt |14 ftt einet ei(|^tigeii Slttfc^auung cdumli^^ec IBeel^AUniffe $tt 
eel^Ben, l^abe i<^ bet f^^ärif(^en Slrtgonometeie bie S^^tf^nvng bev 9l»tf< 
bcißcfüi^t, au»j lueld^en bie ben betbcn .g)au)?tni;uren biefer lHbti)ciIintg 
entfprecbenben förderlichen SWobeüe Icidjt bergcfteUt ivcibeu founen. ^33üt 
^filfe biefcv SDlobette »iib m^^ bad a^eift^itbnif ber entfpred^euben 
iMniätlun^tn feine ^miedgteit me^e |aben* 

S)et bfitte ^^eil bie analptifc^e Geometrie, erfd^eint gum erften 
ÜKalc. 3^ war bei ißcarbcitunc^ berfetben bemntt, burÄ audfü^jrlicbcie 
öef<)recbung ccncretcr gfiflc unb butch donftructiouöbeifpielc gcge» 
benen Sa^meit^en bie ^iee neu onftretenben 99egrtffe gugAnglii^et an 
ma^en, aU ed gewai^nUi^ flefi^ieH 34 otaube namentlich anf biefe 
2Beife eine 3r5(fe gebaut ju ^aben, weld^e ben Sefer über bie ©(^roicrig* 
fetten feintuegfübit, bie fi6 ibm meift beim Eintritt in bad ^tubium ber 
^dberen geometrifc^cn X)tdci))ltnen entgegenf^ellen. 

^ee an«l9tif4)en ^comttete if^ bie geii^nttttg be# 9te|ee beigegeben, 
onft »ef^em man ba« forderliche dtf h^rfteUen fann, wetif^cd bun^ bie 
dofitiseu i.\)uU ber brei ^oprbiuateuebeucu i^ebilbet u^itb. 

gvcibnrg, im SDlai 1859. 

3* voller. 
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ICic trigoitomctrifdicu l^tniett nnb if)tt ixJtd^tigftett 

Beatimmung von Siniui und Cosinus duroh geometrisohe 1 
Construction. ®((ne<bet man auf bem «iitett ®4citf et C A cined fBinf cid a, 

^i^. 1. gig. 1, ein Stücf CF ah, wclc^fd bet 

Sdngeneinhcit (•^Ictcb ift, fo ift baö vunt 
nuf bcn aiiberu ©c^cnfcl C/i bcd 
SB^inleU gcfatttc $etpeitbifcl bcr 
Sittltd' bc« SdtttfeU a. (Snt« 
fetnung vBcbcitcU (7 »cn i?cm 
gu^punft 6r btefed ^erpenbifele ift 
G bet (Sofinttd bed OBinteld a. 

SoQett Siitttd ttnb (Sofinttd cftted 
SinMd biir(^3a^Ten attdgebrü^ werben, fo mitg man fie mU berfelben 
Säiujtiicinbeit mef[cn, n?f((^e mau jiir (^onf^ruction bcd @mu§ imb ßo^ 
finud ald Längeneinheit anv^eiiomnien Ijaitt. 

@d fei iQ3. sin, 35^ bui<|^ (Sonfhuction be^immen, fo fcf^iteibe 
man t)om Si^ettel an ein Stfltf ab, »cTc^ed einem ge^nt^eiti^en 
(etwa t)abif(|)en) ßoU glci(^ tft; bnö üon F auf bcn aubcrn <Srf)cnfel 
gcfatlte qScrycnbiJct wirb in bicfem gatte 5,7'" ober 0,57" fein, eö wd« 
bemna(^ 

«w. 350 = 0,57. 
®ei bet )tt bicfet ^onflntcHon 0cn)ä[)tten (Sinl^eit fann mau ben 
Sinnes fumü^i wie bcn (Softnud nur M auf *,ioo ßeuau finbcn, ii>etl 
man mit ^>ülfc bcd 3»^^^^^ ^^"^ taufcubt^eiligen SOlaaJflabeö bocb 
nur M auf Vio ^inie, alfo bid auf Vioo ^^^^ %twiiW^n l^An^enein^cit 
genou meffen lann. 
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S)ie trigonomelrifc^en iinitn 



^fttte man bad 3>ecimetcr gur ^äugeiteinl^eit ^tv^hffit, fo l^atte 

mau bei v^cböiii^cr Sorc^falt bcii t^inud unb (Jop»«* biS (iitf btei 5)cd# 
malftcUeu ßcnau finbeu föuncn; t^ittc fid^ ergeben 

«n. aöo =: 0,573 

unb 

CO«. rrr- 0,819. 

bie meiflen g&Ke veic^t aber biefe ©enautgtett nicf^t |^in. ^ir 
»evben meitet unten SUittet fennen lernen, ©inud nnb @o{!nud bur^ 

SRed^nung ungleich genauer (u befuiuuicu, aU cd burc^ 3ci(|>uuug mög^ 

Um ben begriff «on ©inuft unb (Sofiuud beffei; einzuüben, conflruire 

m«n, iDeelmeter ptx (Sinf^i ne^* 

uicui?, bie ^iuuö unb ^ofinuo oon 
5^ 10^ 150, 20<' 11. f. to. aUer 
Fintel Don 5 {u 5 (^rob bU au 90», 
unb {teile bte fo gefunbenen Wüttl^t 
in eine ^Tai belle ^ufammcn. SJlan 
fanu t)k\i. (^oitftructton für nUe Sinfel 
an einer unb bevfelben Siguv auif 
fUffttUf mie ed, ben goK §ut ^Sin^eit 
ucl;menb, tu ysij]. 2 für bte Söinfel 
20, 40, ÜO unb bO &iah gef(|ie^ett itl. 

Tafeln der Sinuü und Cosinus. S^ejctcf^neu wir in gig. 1 bcu 
ffiinfel CFG butc^ b, fo tfr, mö) bcr obigen Ji)cfiuition Jjon ©inuö 
unb (Soflnud eined BinfeU, CG bet ©inud unb ber aofinud bed 
SB{n(e(0 b. CG {fl alfo sugleic^ bet @inud t)on b unb bev @of{nud i»on 
a, i^(r tfJ giciti^^cUig bet <&ittuö \)pn a unb ber ßojlnuö »on b, ober 
in 

«n. a = €06, b 
CO», a = Äwi. b. 

3:)er SÖinfel b tft aber offenbar 90« — a, ober E — o,, mm burc^? 
It bet tec|;te UBinfel be^ei^uet toirb; c<i ift beuuta4> 

«m. a = <J0«. — a) 
€08, Si = sin. (Ä — a). 
3o iii 33, sin. Ib^ = cos. 7b^, coa. 15^ = sin, 750j sin, 40« 
= 6'06\ 50^; sin, 45^ = coä. 45o n. f. m. 

@inb bemna^» bie <Sinu« unb (Sofinud allec Fintel «on 0<> bi« 45« 
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Befannt, fo fenitt matt hahmä> ^xi^iti^ aitc^ Me (Sittttd^ uttb (Sofittud 

nücr SBinfcl iumi 45» M i^Qo, ^ie ^.Aifciu, tn welken man bte nume* 
rifc^eii äBcrt^c \jcu @mu3 uub (Scfimiä jufammengcftcllt ^at, qc^cu beä^ 
^alb au^ nur 45<). 3^ce <§mttii^tung ifi alt« Uit>el^ctibe( ^fel 

erfl^tlid), wel^e bie ©ittitd ttnb (Sofittud htt SBittM t>ott 5 }u 5 ^rab 
cntt;dU. ^Die crftc ^oluiuuc ticfci; tlciuni lafcl entliält btc ©rabjat)! 
bet üon 5" 5« fortfc^tciteubeii Söiufel düu 0^ 45^, bie jTOCttc bie 
©innd, bie btitte bie (Soflitud bet entf|)re4^enbett Sittfel hi» auf brei 
S^eciutaliMen: 





sin. 


COS. 1 


0 


0,000 


1,UUÜ 


90 


5 


0,087 


0,996 


85 


10 


0,174 


0,985 


80 


15 


0,259 


0,966 


75 


20 


0,342 


0,940 


70 


25 


0,423 


0,906 


(35 


30 


0,500 


0,866 


60 


35 


0,573 


0,819 


55 


40 


0,643 


0,766 


50 


45 


0,707 


0,707 


45 




C09. 







wba bei ^weiten jtüji be^tiatb mL, über ber brittcn cos. ^ic mtU 
iSoittutne eiti^äU biejenige (Drabja^l, we^e bie in gleicf^et ^ö^e in ber 
erpcii (Sotnttine ftcl^enbe §u 90«» erganst; biefe Ic^te Sotumne entl^ält 
bcnuuic^ )iün unten nn6 eben, i>on 5 5 @iab anic^^fcub, bie ©rabja'^t 
ber fBxnUl »on 45 biö UU örab. 3n bcrfcitcn Drbnnng entpU bie 
brüte Kolumne, unter »elc^er mn. bie Sinud ber ^infel Don 45^ 
Md 90« «Die (Softnnd ber OBinfef )9on 45o bid 90» finben fi^ in ber 
jiDciieii (itUumuc, uutcr n?cld>ct cos, \ubi, uub ^wax ift jebe 3^*^^ bicfer 
(SDlumue ber ^ofinu^ bed SiufelS, ivetc^er in berfclbeu «^ori^outalrei^fe 
unb in ber legten (Sotumne fle^t. 

dlad) biefer (SrHarung wirb ed Icicbt fein, in cbi^ci Xafel sin. 40^, 
15^, CO«. 65<>, «in. bO^ u. f. to. auf^ufuc^en. 

0ro(le Stafefn l^al>en eine gan^ a^uli^e (Sinricf^tung, nur fptgen bie 
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Die trigonometrifc^en Sinim 



98in!e! Doit 10 €)^{ititt«n 10 SOltnutrit, ohtt i>oit SHinttte }u Wnuit 

lu f. n?. auf eiuauber. 

53ei gröferctt Oict^nwitQcn ift ci? fcbr ycrtbcilbaft, gUidi tcn i^oqa* 

man Slafeltt entmorfen, toclc^c bit igogaiit^men bct ^inud unb <So{iitttd 
ettiM^eti. Um bcit 9(nfan(\er aUx nic^t ^Uiä^ mit boppetten ^witti^* 

feiten ulcibaufcu, ift cvj beffcr, aufoui^d bic logarit^inifc^e J)i;cfi)iuing 
no^ octmeibeu, imb nur folcfcc tafeln aujuwenben, tu bcnen man ben 
iSinue unb ben (Soflnud bet Fintel felbft^ itnb ni^i i^u ^^^atiV^mtn 
finbet Seil icb«^ bie am mctf^en mbtüUitn ^t^ti'f^tn ^fcln nur 
bie ISogatiti^men hti ^innd nnb (Soflmtd enthalten; fo ift am ^d^luffe 
blefed 5^ud?eä eine ilafet beigefügt, u?el(^c bie (Siuuö unb ßofuiuö bct 
©infcl »on 10' ju 10' cntbdlt. 
3 InterpolatioxL fDlan fit^t aud ben ^feln fowo^I atö att(|^ au« 
bet 3et<ibnuttg, ba| ber ©inud mit bm Sintel «on 0<} Md 90«» n>d(^fl, 
unb gmar wac^ft ber ©inud »on 0 Bf6 1 , roä^renb ber Söinfel »on 0® 
biö ^Jü'' wn(^ft. 5)er SQ3a^dtI)um bed ©inu« ift aber nic^t bcm Sa(^ö* 
t^uui bed 2Binfcl0 proportional. SGBenn ein Heiner Sinfet um einen 
beUebtgen SS^intet s xo&^ft, fo ifl bet entf)>ee(t^nbe Sa<l^«t^um bed^inu« 
gri^ger, aU wenn ein ^tdferet Sinfet eBenfaH« um s nimmt. ®Ai|fl 
5. 33. ber SBtufcl üou um 10'^, fo ift tci entfptc^Jcubc iiH\d>vtl;uiu 
bed ^SinuS grij^er, ald bie 3una^me bee 3inu^, wenn man einen ®in!e( 
«Ott 760 um 100 »ac^fen Ift^t; obev mit anberen Ü^oeten, obgUi<|^ bie 
^iffeieng htx mnUX 15o nnb 5<» gleii^ iji bet ttifTeeeng bev Sinfe( B5<> 
unb 75", fo ift boc^ bie $)ifterenj ain, 15» — sin, gröjjer al9 bie 
JDifferenj sin. 85^ — mi. 15^. 

Seim (Soflttuö ift umgefc^rt. ^cr ßoftnuiJ üon 0^ ift 1 , ber 
eofinu« oon 90» ift 0; lo&^tenb bee Fintel «on 0» m 90« n>d#, 
nimmt bet @o|inu# «on 1 H# 0 ob; biefe SCBna^me i^ alet niii^t bet 
Suna^me beö CGÖinMd proportional, fle ift für f leine fötnfel am lang^ 
famften; je arö§cr bie iötnfel werben, befio rafc^er nehmen i^re (iofiuud ab. 

^uö bem ©efagten ge^t ^eroor, bag ftreng genommen bie 5Diiferen$ 
|n»eiet in ben ^feln auf einanbet fotgenbet @inu« fottioA^tenb um fo 
me^t a^neibnttn muffe, ie me^t man |ii^ 90® uAl^ett. 9etta^tet man 
brei auf einanbci fcU^tiibe <Sinuö bei 'tafeln, fo mn§te ftreng ^cuoinmen 
bie ^Differeng beS legten unb bed mittleren fleiner fein, al6 bie ^iffereng 
bed mittteten unb bed etften. ^et Untetfc^ieb gweiet auf einanbet foU 
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qcnbei (Siiiudbifferengcn pint aber mclftenö auf folc^e Xecimalftelleu, bie 
uic^jt me^t berüdflc^tiöt »erben. 80 p»^ ^* «wf f«tf>^ $)ecimalf!ctlcn 
genau brci auf einanber folgenbe ®inud unfetei ^lafel: «m. 7o= 0,1^^70; 
«m. 7ol(y^ 0,124756, 7<»20' = 0,12764S. S)ic S)ifferens be« 
mittleren tiefer brei ^inu«J unb beö »or^erge^enben ffl 0,002886; eben 
fo gtDß ift aber auc^ bie ^iffercnj bcä mittteren unb beö lefetereu. J£>ier 
{ittbtn wiiE alfo gwei auf cinanbev folgenbe ^DiffcYetiicu obgU^ 
ftr e0 fhettg genomuten itii^t fein fdnnen. 3n bev SD^at ^Atte man bie 
©inuö von 7^ ?<> 10^ 7« 20' auf je^u Xecimalftcaeu c^enau beftimmt, 
\Q »ürbe man bie fragilen £)iferenien ui(^t me^r glei(^ gefuubeu ^aben. 

^arand foT^t nun, wenn man nuv fec^d ^ecimatfleffen betü^ 

, fic^tißt, olnie mcrfliitcii gebler angenemmen werben fauu, ba§ imicr^alb 
jweier um 10' mm einanber \)erf4nebener Slöinlelöranjeu ber 2Öa(|)ötl[}um 
beft Sinud bem Sa^dtl^um be« SinteU ))fo^o(tional ifi. SDa «t». 7<» 
um 0,0028B6 »Ae^ft; n>enn betSinfet um IC zunimmt, fo wirb et um 
0,002886 X Vio; i-^ber um 0,0002886 juuel^men, iDeuu i^ct mntd 
«on 70 um 1' junimmt. ^Temnacl^ tft 

«m. 70 r = 0,121870 + 0,0002886 = 0,1221586. 
gemer ift «w. 7o2' = 0,121870 + 0,002886 X 'ho «• f 

9^a(^ biefem $rincip fann man ben 8inud eined ieben SiufeU 
bepimmen, md^tt gmifc^en gmei auf einanbet folgenben SS^inleln ber 
5£afe( ließt. <Sin fo((^ee Serfa^ren, 3mif<^en»eftl^e gtt berechnen, ]^ei§t 
3nterpulatton. 

S)uy4 eine gans Ab)(U<i^e3ntet^oIati9n (ann man aui^ beniSoiinuft 
feieret SinM finben, bie ^mifc^eu jtvet auf efifanbet fotgenben SBSinMn 

bet 3:afe( liei^cu, nur barf babci ni^t iiberfe^en werben, ba§ ber(S*>fmuö 
abnimmt, iveun bei Stn!el wäc^jl. 

Umgefebrt fann man au^ burcb Interpolation ben Sinfet beftim« 

mcu, ber einem ^inud ober (5of!nuS geprt, ber nidjt unmittelbar in 
ben 31afeln freist, fonbern jwifd^cn gwei auf eiiuiiiber fol^enbeu (Sinud 
obcT ^o{inu« ber ^fel liegt <Kd fei |. 9. bev Sintel gu fucben, beffen 
®inu« 0,866524 ift. ^et nAi^fl rteinm ^afelfinud ift 0,866025 unb 
biefcr getjört einem äöinfel öüu 60« an. 2)er uä(^p (\rö§ere ^lafelflnud 
i^ «n, 600 10 = 0,867476; alfo bie Differenz be^ nät^^ft fleinercu 
unb bed nAt^fi gtftgeren ®iuud ber Xafti ift 0,001451; unfet @tnud 
ift aber nut um 0,000299 örö§ci at« ber ^innd uon 60^, alfo ift ber 
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2)ie trigoitpmelnfc^eti £tnim 



fradUcl^c ^inlel um eine 9ltt|a^ n ^inuttn grdiet ald 60o, bie |u 
10 m^Att »ie 0,000299 0,001451, alfo 

w : 10 = 299 : U'jl, 

worauf folgt n — 2', . . . 2)cr isSömfel olfo, mdd)n §u bcm <Sinu0 
0,866324 ^t^tt, ift 60» 2'. Bue Ut^nmmn ^Uxp^mon pihti man 
i^äufig in ben Stafelit bie ^ffevett^eit bet auf eittanbct folgcnben &kM 

unb ü'ciLuu.;) iu ciiicv bcfoubcicii Kolumne beigefügt, fo b(!§ mau ui4)t 
erfl nötHß l^at, bie ^iffeieuieu bur^j ©uBtraction gu fuci^eu. 

<gd toifb gut fein, »enit htt^^ültt tü^t t^t weiteT ge^t, atö btö 
et mit Seid^tißfeit in iebem beliebigen ^infe( ben Ginud unb (^ofinu», 

uub icbcm gcijebeucn (Euuiö ober ßüjinuö ben SBinfel mittelft bet 
tafeln burc^ Interpolation (uc^en tamu 

4 Bie Summe der Quadrate tou Sinus und Ck>sintu. ®inu# 

unb ^üfuiud ciuc^ fpiku 2i;intcli bilircn bie beibeu ^atl}eten eines red^t* 
ttinfeligeu ^raefiä, beiJeu ^^potenufe gleich 1 ifl; baraud folgt 

(«m.a)2 + (c<w.a)a = 1 (1) 

unb alfo 



unb ebenfo 



«üi.a = V^l — (eo8,B,)^ 



(eos.&y = 1 — («fn.a)' 
€08. a = lAl — («m. a)2. 
3^ bemnacl^ bev ^ud eined SinfeU befannt, fo (ann man feinen 
<Sof{nud, unb ifi ber (Soflnud befannt, feinen @inud beregnen. 

5 Berechnung der Sinus und Cosinus von 30^, 46^ und ÖO^, 
3n 3 f^i ^ac^ = 600, alfo ab bie @ette eine« tegetmaiigen 

@e(|ide<fd. 3n bem »t^tminfclioeu 
5£)reiccf ac/ ift üifcubai: ^ac/= 30o, 
unb wenn ac = l, fo t|t a/= 
^emt abet ac; = 1, fo tfl au((> ab 
= 1, unb a/ = 0,5; ed i|i alfo 
sin, 30<» = 0,5 

unb 

eos. 300 = V^i Zrö;25 = V^ö^Tö 
= 0,866025. 
9?un abej ift sin. 30*> = co6\ 60« 
unb CO«. 30« = sin. 600, juit^i» ^<it ntan 
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sin. 600 — : 0,866025 

COS. 600 =r= 0,5. 

^cf ^inud uttb be( (Soflnud eined ^iitf etö i»on 45<» fEttb einanber 
gteiiij, benn mit wir oBen 6<fe^«n ^Un, i\i sin, 45«=co*. (90» — 45») 



= eos, 45». 



obet 



$)iuu aber tft 

(«n. 450)2 _|» (CO«. 450)2 




(«OT. 450)» + (««. 450)« == 1 

2 (««. 45»)« = 1 ; (««. 450)« = i/^ — 0,5 

^m. 450 = V^Ö^Ö == 0,707107. 

Berechnung der Katheten reohtwinkeUger Dreteoke. SBenn 6 
in einem xt^iwinUli^tn 2)reietf bie ^^potcnufc «nb bte mntü befnnnt 

$id* ^ l^tib, fo lann man mit «^Alfe . 

beiE @initd unb <So|!ntt9 bet 
QCßcljene« Sinfet bie Reiben 

vcc^ttüiuleligen ^Dreted gig. 4 
fei bie ^^yotenttfe €M mit J?, 
bie eine ^at^te MN mit 

tic fliibcre CN mit K' «nb 
bet bet @cite iT gcgcttüberlicgcnbcSöittfelil/CA^ mit a beici^^m f. 5)enft 
man auf ber .&|^))otenufe II üntVL $nn{t besei^net, melcfiec Don 
ber €|>ifec bcd SßBinfel« a nm bie Saiiöcnctu^eit entfernt ift, fjj|^fl ba« 

ijoji i*" auf K' ßefafüc ^^erpenbifcl /^(r bcriSimiö CG bcr%ofimid 
bed EBtnfeld a. jp'lac^ bet ^e^re i>on bec ^e^ultc^feit ber ^Dreiede ift 
bemna^^ 

1 : «wi. a = H i K. 
Sltt^ biefct ©leic^uug jict)t man 

K ^ M 8in,2, . (2) • 

ebet in Sorten: man er^tt eine Itat^ete tixu^ recf^twinleliften 
^reie<f$, wenn man bie ^^potenufe mit bem (Sinnd bed ®in« 
telö multiplicii't, welcber ber geflickten ©cite ije gen üb erlieft. 

giir = 10000, a = 30o, ift lOOOO . «n. 30« = 10000 . 0,5 
r= 5000. 

SGBenn JET = 524, a = 64o, fo ift 

K =z 524.5m. 640 ^ 524.0,898794. 



• 
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10 Die trigonometrifcj^ftt Sünen 

Ättö ber 2lc^nltc^fcit bcr $>reiecfe, gig. 4, folgt aber au(|> 
1 : COS. n =z II i Kf 

= Ä CO*, a (3) 

b. ^. in SoTtcit: man finbet eine J^atl^ete tinH tt^itoinftU^tn 
il)rcu'cfd, a>enu man btc ^»petcnufe mit bem (JofinuiJ be*5 
SintciU multi^licirt, melct^en gefuc^te ^att^etc mit bet 
<i^91)otenttfe bilbet. 

IBenn in ^(g. 4 ^ — 632, a = 27^ fo ift =s 6B2.<w«.27<» 
= 632.0,Öinu07. 

äßcun in emcm rcc^tiviiifcliöen 2)rcic(f bie ^v*>«>t«iuiic G28' unb 
einer ber beiben fpiben minhi 19» ifi, fo ift biejenige m^tU biefed 
iDrei«!d, mel^e bem ®inM i>on 19o gegenttbetliegt, 628 sin. 19«, bie 
anbevc ,i^at^>ctc ift ()28 ro«. U)^. 

einem rec^UivuiteUgcii Xrctecf ift bie Jp^potcuufe 666^*, bcc eine 
Stnfet 35'; wie grof finb bie beiben ^at^eten? 

3n einem anbern vec(t»infeligen IDreied ifl bie ^^^otenufe 0,732, 
ber eine ©infel 78« 16'; mt gro^ finb bie itat^cten? 

Um baö bid^ct ©efagte no(^ mc^r einzuüben, mai^ folgenbcsj ©ei* 
fl>iel bienen. iDie «j^^potenufe bed te(|»t»in{eUgen IDreiectd Si0- ^ 

5. mit Cf bie ftatl^eten mit ^ unb A U» 

jei^nct, bie Söinfel aber mit benicni^^eu 
Qrie(^if(^cn 3u(bftabeu, meiere beu^uc^^ 
ftaben ber gegenitbertiegenben Reiten 
entfprei^en,. fo ^at man 

H = C sin, ß 

A ~ C cos.ß, 

gftat man Don ber Bpiiit bed re^^ten SinUtö ein $er)>enbirel auf 
bie .ig)p)>otenttfe, fo ifi biefed offenbar 

p = A sin.ß. 

ntau ben fur^ gefunbenen SBert^ in biefe ®lei($^ung, fo fommt 

p = € eoH,ß sitLß (I) 

ift aber aut^ 

p — B sm,a, 

<3ttbßituirt man ^iec ben oben fär B ^tlm\t>€ntn ^ett^, fo fommt 

p s=z C ain^ß msua (ü) 

tiefer Sertl^ if) aber offenbar mit bem bei (1) ibentif^, benn 
nit.a s= iso8.ß, miX bie 3Biufel ß unb a flc^ ju 90» ergÄuie«. 




■ 
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IDiitc^ bad ^PerpenUtet wirb bte \g)Vpoienuf( in ^mi Z\)tiU a ttnb 
b ^et^eiU; uub ifi: 

h =z B €08, a = J? «n,jÖ 
fttbfHtittrt uuitt fär ^ fernen obigen ^tti^, fo fommt: 

b = C (.än.ßp 

fetitei iß 

a ^ ^ 00«.^ 
unb »eitn man ffir feinen obigen ffiett^ febt 

a = (7 ico8.ß)\ 
fei in »(y^cm 3)retccf C = 839, ber Jöinfel ß = mit 
0To| iß ^, a unO h: SBie gro| jinb biefe <Btüdt, mm C = 1 
nnb ß = 670 ifjv 

^cc 9f?abiud eiiied* ^eifeö ffi 4«», wie ^to^ tft bte ©cite etncö in 
bltfen Jiirci^S b€fd)ricbeuen güufccfor 2Bie gro§ ift baö am Dem SOliiiel^ 
' j)ttnft auf bie günfectfeite gefdUte ^erpenbiten 

S)ec ÜRitteT^unftdminrel In einem ^tlufect ifl 72« unb bemna«!^ bie 

720 

^Ibe gunfedfeite 4 X "l" ^^^^ 4 «in. aSo = 4 X 0^67785, 
baö jpctpeubifeUabet ift 4 co«. 36o = 4.0,809017, 

3600 

^ti TiiiUlJpmtt^mntü cmed tegetmäligen n^cfd ift ; bataud 

tx^UU flc^ bic ^aU^e ©eite etucd regelmä§igeu v^üd^, melc^e^ in einen 

3600 

Greift vorn Slabind r beft^iieben ifl: «'.«w. -np— ; bad «nf eine ©eite be« 

3600 

7i©<ld gcfäüte iißetpcnbifcl \\t aber »'.co«. -2ir* 

ISereolmiing der Hypotenuse, ffilt b^ben oben i^leicbnng (2) 7 
gefeiten, ba§ K z:=2 II sin, a, baeand folgt aber 

-/I " i • 14 i 

ba0 b€t|^t in Korten: man finbet bie ^^^otenufe eined re^t^ 
»infelioen ^reieifd, menn man bie eine Itat^ete buvi|^ ben 
©inud be« Sinletft bi!»ibitt, »elfter if^x ()ef|enüberlie(|t 

fet i S8. bie eine SXaibdc cined vcd^ttvinfeliiiien 5)reierf§ 324, 
iöet it)r gegcuubcrlieflenbe SBinfel 620; me grü§ i|t bte .^^ppotcnufe? 
^it ^ahtn aber oben, ^ieicbnng (B), au^ gefunben, ba§ 
K' ^ H C08, a 
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12 Die Mgotiotnefrif^en 9Mm 

hüxavA folat 

2/ = -^ (5) 

CO*, a 

b. l). in Sorten: mau fiuCct btc ^«pptcnu [c ciiict? ledmuinf eli^ 
gen 2)i:etec!<J, wenn man eine ^atbete butc^ ben (Sofinud bed 
ÜBinfeU bioibitt, toetct^en biefe ^ai^ete mit btt «^9|)otenttfe 
eitif^Iiegi 

^5 fei 5. bie eine ^((ttl^ete eine« rcc^twinfeligen £&reie((d 27', b«T 

SBiiifcl, ben fie mit bct ^»p^jptenufe bilbet, fei 38«; wie gtoj i\t bie Jjjp* 
^joteniifc? 

ga§t matt bU beiben ebett gegebeneit S^egcTtt gufammen, fo (antt 
man fie fo audbtüdeit: 9Rait flitbet bie ^i^pettmft eined ted^iminfetigen 

^reiecfd, mnn man eitte J^ail^ete mit bem ®inud bed geoenöbertiegett^ 
ben, ober mit bem ^ofmu^ bed aulicijeiibcu 2Biufcl^ bitjibirt. 9Zat<lrti(b 
pnbet man jebeömal baffelk 0JefuItat, mii ja ber ©iunö bes> gegenubci;* ^ 
fle^ettbett äOtnfeld bem (Soßttu^ bed anUegeitben gleiff^ ifi ($. 2). 
8 Berechnung der Winkel eines rechtwinkeligen Dreiecks. 
Sttt^ ben Q)lei4^ungen (2) nnb (3) folgt au(^ 



K 

sin, a = 

ttttb 



^n. a = -j^ *. . . . (6) 



caa.A z= (7) 

bad i^ctßt in ©orten: ivciiii ui einem red;tiüiutcUgca 5^iciecf l)ic 
biei leiten befannt fittb, fo finbet mon.ben ©inud eine« ber 
f^i^en Sittfet, toeitn matt mit bev .&9)>otenufe itt bie itat^ete 
bii>ib{rt, welche bem fraglichen Söinfel gegennbettiegt; ben 
ßofiunö eined ber bcibcn fpi^en SÖinfcl finbet man al^er, luenn 
man mit bec ,£)ppDteuu)c iu bi.e aniiegenbe ^atl^ete bioibirt. 

& feien ®. bie beiben ^at^etcn eined tei^ttoinfeligeu ^ttUäi 
3 nnb 4, fo ifl belanntliifi bie ^^potennfe 5. IDev ©tnttd bed ^ßinfeld 
a, irciibcc ber Äatljete 3 gc^^cnnbcrlicgt, ift C^ofiuuu bicfco ©iu* 

fcU i|"t Vs« ^f^ (^^^^ Vö Sinuö beS 2Dinfcl^5 b, welcj^er 

ber (Seite 4 gegenüberliegt, unb V5 ber @o{inn0 biefed ©infeld. 

nun Ut @inud nnb (Sofinnd bee beiben f^ij^en ü^intel belannt 
fmb, fo finbet man leii^t bie entR^te^enben ffiintel felbft mit ^fitfe ber 
Xofeln. C^« ift 

««. a = = 0,6. 
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S>ef n&4ß Heinere ^nitd, toel^ei: fi^ In htn leinten angelangten 

Jlafcin fiubct, ift 0,599489 niib bicfcr geböit einem iBiuki ^:on oÖoöO'nn. 

^Dcr ttä^ji größere tft 0,G01815 unb bicfcr gel)ört einem SSiufcl 
von 370 an. l£)eT gefugte ^infel liegt olfo ^toif^en 36<»5(y unb 370. 
9ta^ htm in %. 3 angegebenen ^erfal^ren fann bn SBinfel genau ^e^ 
ftimmt werben. 

(S^ fei 15 bic ^i;potenufc, 4 bie Äa,t^ete eineö recbtannfeligen 2)rei* 
td^, fo ifi V16 €inttd bed Einfeld, welcher bet ^at^ete 4 gegen« 
übetliegt, unb bee tSofinn« beg Sinfeld^ mett^en biefe ftatl^ete mit ber 

^^^potcinife fcilbet. 6« tft V15 = 0,26666 ... wie groj fiub hmna^ 
bie beiben fpi&en SIBinfel bed fcaglicf;eu ^^eiecf»? 

Sinus und Cosinus der Summe zweier Wiiikoi. 2ÖCJIU 3nuik; 9 
unb ßofmnö jweiet SBiufel a unb b bcfannt fiiib, fo fann man ben 
Sinud unb ben (Sofinud ber ISBinfei (a '•j- b) unb (a — b) beret^nen, 
uttb ^toat mit ^ulfe einiger ^omein, bie fpglet(^ entmiileU werben fetten. 

3n gig. 6 fmb bie ißiufcl a unb b jufammeikjcficUt, ba§ (le 
einen ^^tnttl CMmb ben ©(^eiiel gemeinfc^aftlid^ iiabcu, unb ba$ bie 
9ig 6. ©(fienfet unb CB einen Sinfel 



gerucr ift ba3 iH>n F auf bcu ben SBinfeln a unb b gemeinfc|?aft# 
U^m ^ö^tnttl gefällte ^:)]erpeubife( » 

DF = «m. b 

unb alfo aui^ 



gäflt mau uuii idu baij *4^cr:pcnbtfel VJI auf /'6', fo «jub 
babuci^ FG in ^wei ^^eile get^eitt, unb ed ift 

«m. (a + b) = + iZi^'. . 
<Sd Ummi nun barauf an, bie beiben @tfi(!e GH unb H/* lu 



C 




mit einanber ma<!ben, m^tt ber 

(Summe i:cr SBiiifel a unb b gleidj 
tft. 53cgeic^nct mau auf bem ^cfeenlcl 
CA M Einfeld b, welker ben 
beiben ffiinfeln a unb b ni<^t ge« 
iueiiifd;aftU^ ift, einen ^uitft F fc, 
tag CF = 1, fo ift baö mi F 
auf CB gefäate ^er^enbitel 



= eo9, (a + b) 
CD = ca8,h. 
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14 X)ie trt0onometvii4)t^n Srnteti 

* 

bcitd)uen. (Sd ift offenbat JIG = J)N^; IfN aber ift bie eine Äcitbetc 
m xt^iwinUM^tn $)teUdd CDN, folgU* ift DN = Cp , dn.H. 
(§. 6); ba a^ci CI> = cos,h, fo ifl 
GH — DN = oM.b «it.a. 

J)cr 'XWufcl II Fl> ift aber qtcut bem tSiufcl .i ((i^cimicttie 8), 
folglich ift F 11 z=: F D , C08, a; fe&t mau füt fditeii SBett^ «iw.b, 
fo fommt 

®e(^t mon nun vM\^ bie gefunbenen SBett^e i»on IT/* nnb 

in ben SBerth innt si«. Ca -f- b), fo fommt 

sin. (ä -)- b) = .«'n. a cos, b -|- b cos, a . . . . (8) 

^i( mtten bicf€ gomel antvenben, um sim, Ib^ gu bevc^^nen; 
75« = 45» + 300 mithin ifl «». 75«=«n. 45«Xco«. 30o+Äm. 30o 

X<Jos. 45, uuD nenn man für sin. 45", co.v. 45^, «n. 30® unb cos. 30<* 

bie oben in §. 5 fc^mi bcrednictcn SBcrtbc fcjjt, 

«tu. 750 -3 0,707107 X 0,866025 + 0^ X 0,707107 = 0,966926. 

9(tt« bevfelben %i^Xit (dft {i^ au^^ ein Sert^ co«. (a -|- b) 
ableiten. 

CG ^ CO... (a -\- \i) ^ ClSi ^ GN. 
9iU bem £Dme<i CDI^ ergiebt ficf» 

(/JV SS CD . eotf. a s= eos. b . co«. a. 
(59 ifl aber feiner 

GN — 11 V ™ . «iV?. a — sm- b . sin. a. 
®e|t man biefe SBeitl^e bon CN unb (riV^ in ben Sett^ oon 
CM. (a -(- b), fo fommt: 

COS. (ii -\- h) =t cos, a COÄ. b — sin. a *i'n. b . . . . (9) 
nacb biefer gormel i)t alfo 

eoa, 750 = co*. 45© eoa. 30o — «n. 45o sin. 30o. 
^et @<^li(er fü()V6 biefe ai^ec^nung aud uiib m0,tiM 9{efttttai 
mit bem in ber angebdngtcn ^afel ftel^enben Sert^ &on oo«. 75>^. 

10 SinuB und Cosiniui der Differens sweier Winkel. Sfnf d^Ui« 

lic^e Sffieife la^t fic^ aucji «i«. (a — b) unb cos. (a — b) beflimmen. 
(Sd fei in gig. 7 4^ MOB = a, ^il/C^ = b, fo ift ^ACB = 
a — b. ^er &^tnUi MC ift ben beiben Stnfetn a unb b gemeinfc^aft^ 
Xi^ Oe^eif^net man auf bem ©c^enfet CA bed ffiinfetd b, meli^e? 

ben SÖinfeln a unb h nic^t ^cmetnf^aftU^ ift, ancu ^uuft F, fo bag 
FC = 1, fo ijl bod ißerpcnbieel 
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FG = sin. (a — b) 
CG r=: cos, (a — b) 
FD = mn.h 
CD = co*.b. 

gÄHt mau ferner »ou jP ein ^l^erpcnbifel F// auf i>A, fo ^at mau 




/-Ö = JE/iVr — DN — DH . (I) 

PN = CD , sin. a = co^. b . sin, a 
ttub 

DB = 2>F. CO*, a = wi. b . cos. a, 
fo ifl wMt(^, mm mait füt FCr, 2?^ 

uub 7>// if^re JÖett^e in (I) fcjjt, 
sin.QA —\i)=zsin,^.cos.h — co«.a «in.b (10) 

-B Mefer gomel ifl 

sm, 15«> = «m. (450 — 30«) = 
sin. ^b^.cos. 30« — «in. 30« co-«?. 45<>. 
a){an fe(K ^iei: \kt sin, 45^ co^. 45^ sin, 30^ unb (»7«. 30^ bie 
p^cn gefunbenett IBrtt^e unb fit^u bie Stte^itttn^ <iii0, fo mivb man 
einen mit ben Slafeln lübeteinfKmmenben Sert| finbcn. 

9htn »otten mit |u ber ^erec^nung Don cos, (a — ,b) übergel^ert. 

3» »«. 7 iß 

• eo8. (& ^ = CG CN + NG 
ed ifl aber 

unb 



i^ö = FE = 1?F m.a = «n.h wtt.a 



alfo 



(a — b) =: CO«. a cos,h -j- dn,Q. sin,h . , . . (11) 
biefer S^mel i^ 
eo8, 15« = eo8, 4&«.co». 30« -f- ^« 45«. «it. 30«. 
SHe 0te(^nttng ifl audiufu]S)ren. 

Eutwickelung weiterer Formeln. L ©efet mau in (BUiä^un^ 11 
(6) b = a, f p fommt 

m. 2 a = 2 m.a co«.a (12) 

Dtcfclbc iBcife erl}Ä!t mau au3 ^ktc^^uufl (9) 
COS. 2 a = (cos. a)2 — (sin, a)^ (13) 
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16 £)te tng0ttoinetrif4^en Stitim 

^t%i man in ^iefef UliHn ®itiä^un^ fülr cos.b,'* feinen S^ert^i 
1 — (Mft.a)3, fo (ommt 

cof. 2a — 1 — 2 r«m.a)2 (14) 

uub votmi man in (^Icid^uu^ (13 j fü( (5m.a)2 feineu ^ett^ 1 — (cos.Siy 

fett, c«w. 2a = 2 (w.a)« — 1 (15) 

n. ©nmmitt man ^^tei^nng (8) unb Wtiä^un^ (10), fo Vommt 
677?. (a ~j- b) -)- .^r«. (a — b) = 2 sin.a . cos.h (a) 
3te^t mau Q^lti^un^ (10) von (^ictc^uug (ö) ab, fo (ommt 

«w. (a f-f- b) — «in. (a — b) = 2 eo8,&.em,h (6) 
^Ifi man in biefeu (Stei^migen a -|- b =: m nnb a — b = n, 



fo in a = :!L^' «»U b = l'^i - ii, unb »en» man M«ft aB«t§t 
i^on a unb b in bie ©lei^^un^en (ä) unb (6) fubßituitt; fo tt^äit man 

«i». m -J- «1«. n = z sin. g-- - .co«. — ^ — . (lo) 

«n. m — ««. n = 2 — ^ — ,«n. ^ — . (17) 

III. ©ummiti man bie ^iei^^ungen (9) unb (11), fo fommt 
eo8, (a -[- b) 4~ — b) = ^ ,eo8.9.,eo8*h 

unb Venn man föe a nnb b i^^te Wkxt^t unb — -"p^" fett, 

, ^ m~|-*n m — n 

COS. in -j- coa. n = zcos. g .cos - • 

Z 2 

3ic^t man bagegcn bie 0Hei(^ung (9) »on ®Ic!C^ung (11) ah, 
fo fontmt 

ro.<?. (a — b) — COS. (a -f- b) — 2 6tVh a . s-m. b 
unb wenn man iüi a uub b i^re obigen Sect^e fett, 

^ . 711 4- n . m — n 
COS. n — COS. m = 2 sm. . stn. ^— . 

Oonstniotioii der ■Tangoate. IBejeit^net man auf bem einen 

S^cnfcl CB etiui ^uiifclö a, gig. 8, einen ^uiift /?, bet um bic 
Sängeueiu^eit ^om 8c^eitet C tni\m\i t{^; e nietet man aidbaun in 
H ein $ee)>enbi(el, fo t^eiit bad }wifcben beibe ©Teufel faOenbe etüd 
i2/S biefe« Cßer^eubifeld Xan^tnit bed Sinfeid a. 

3ur Uebuuö couftruire mau to^. 10», tang. 19o, <an^. 36°, tang. 
450, 540 M. f. w. 

mtm be« SBinfel 0 ift, fo ijl feine 5tanaente ebenfalls 0; mit 
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wai^fenbetn Stnfcl mdi^^ auc^ bie^attftcitte; {ie ioub=l für h = 45», 
beitn in biefem Sali ifl in gig. 8 {ebet bet Reiben f()i«en mnttl M 

gig. 8. 3)reiedä CRS glct^ 45», b(i« 3>rcie<f 

A .feibft mu§ alfo ein Qtei(^fc^eufeliäc# 



bcm in E errichteten 5pei:pent)ifel parallel, ba^ in i2 erridjtetc ^ixpciu 
bifel lann mithin niemals biefen ^ö^nhi burc^f^neiben. £Dad in E 
cni(|tctf ^erpenbifel if( bnr(^ biefen @(|enfel nif|t beQt/in$t, obee mit 

* 

anberen ©orten, eö ift uncnblid). 

$)ie Jlangente »ä^ft nic^t in bemfelben 3]erl^ältmp wie bcr Söinfel. 
SBenn htt ^inttl »on O» an tod(t>f^, m&(bft bie Slangente anfangt lang^ 
fam; bann fi^neHet nnb fi^nelleti {e mebe fic^ bei SinM einem teilten 
nähert. 2)ied fann mon mit anberen SÖorten fo aiisbrüden: »enn 
man irgenb einen Sintet a um einen ©infel b n^ac^fen lä^t, fo ift ber 
entfpte^^enbe ^a^^t^um bei Slangente nm fo 0e0|ei, {e nö^ee a einem 
regten IB^infel ifl ^a(i man ^ 8. einen SBintet Don TO« nm lOo 
iDac^fen, fo ifi ber entfprec^enbe Sot^ßt^wm ber ^langcute ^ti^^^^i^/ 
wenn man einen $ünifcl »on 20» um 10^ njac^fen lte§e. 

Oonstrootion der Ck>taiigente. OhPii^^tet man im @<^eite( C bed 13 
lEBinfetö a, gtg. 9^ ein $eipenbifet anf bem B^tnUl CB, fo ift bei ba« 




B 



fein, folgUc^ ifl für biefen %aü CR 
= RS^\. asac^fl a ftbet 450 

Ijinauö, fo WÄ^ft tang.9, fottwÄ^* 
renb, bii^ eublic^ für einen redeten 
ä&intel bie Sxingente unenblit^ 
wirb; benn »enn a ein rechter äBinlel 
ift, fo läuft ber ©*cnfet CA mit 




burc^ eiuiici)cubc iötufcl b ber 
(Srgängungdminfel 9on 2k, alfo 



^ a -f- b = 900. gjiac^t man 
anf biefem?per^)enbilel 1, 

jiebt auiji Dann biud) 7' eine 
Sinie paraUcl mit OB, \o ift 
bad <Bm TV berfelben bie 
Slan^ente M SßSinfeto b. ^ie 
Tangente bed (Sr^anjuni^ßwin* 
teU b fü^rt aber avL^ beu Flamen 
(Sotangente »on a, ed ifl alfo 



anftlfcr, «tciif Uli» fi^^arifi^ SrHi»ii»mrtHc 
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£)te trigonometrif4}en ilxnm 



cotang. a = tang. (R — a). 
@o ifl g. 93. tang. 30» = eotang. 60«, tang. 18» = cofan^- 72<» u. f. ». 
($9 tei#t Mf^alh f^in, in bcn Slofelti bie ^n^^tiicn nnb (Sotangetttett 
bef SiKfef )»on 0<» bU 45<» cingittraG^i^- 3» $e5iet)uuo auf bie ^aiu 
Öettten tmb (^otangcntcn Ifl bie (Stnrit^jtunö ber 3^afcln btefetbe, bic wir 
oben fü( <Binm uttb (Sofinud {eiuuti gelernt ^aUn, cd i\t bedl^alb 
feine weitere (StlAutetung n9tl^l^. 

l£)le ^oiait^eitte eiited ^infeU »on ifl itnenbH^; mit loa^fen^ 
bem ©infcl nimmt fic aitfaii|]ij rafc?), bnnn ober um fo (auf^famet ab, 
ie mei^c bet SittUl fi^^ 90o nähert, iü% 90» enbU4) »icb fu S^ull. 

14 Belation iwiflcehmi Sinus, CobIhub, Tangente und Ootangente. 

3it gi^. 10 fei CR == CF = 1, FG itnb RS red^tmiufelig auf CR, 



10. 




fo i\t CU = coÄ.a, /"Gr = 8in.akf RS 
= tangldk, 9Ran l^at aber ofenbat 
CG i GF = CR X RS, 

ober iva»5 baffcibe ift 

cos, a : ^71, a = 1 : tang^ a, 
nnb barau9 

tang.a, = 



(19) 



Uftac^ bicfev gorme( fann man bie Son^ente eine« SinfeU 
ntn, mnn Stnuö uui) CSijiiUiö beffelbcu befaunt fiub, fo ift g. 3. 

3« gig. r»ib bie beiben ^Drcicdc (7jR5 uub CTV äl^nU^, hiwn 
ed ift leicht ju geigen, baj SBinfcI CSR = b uub Söinfcl CVT=& 
ift, 9iu^ bev Sle|nli{|feit biefev iDreiecfe gie^t man abet bie ipto|>ottiQn 

CR : RS =z TV'. CT 

obtt 

»üiausi folgt 



1 : ton^.a wtang.h : 1, 

1 



S)emn<i4 if^ 



tang.B, 



(20) 



ton^! aOo - 0,577350 ^r^^^^^^' 
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sm. a 



@eti man in^Ui^m^ (20) tang,9, feinen Sevt^ fo fommt: 



a 



1 : 



sm. a 



€08. a. 



«tn.a 



(21) 



cotang,Si = 
ed if^ mitl^in au^ 

<^os. 800 0,866025 - -«oaki 
eotang. dO^ = — — ' — = 1,732051, 
^ «». 300 , 0,5 ' 

Taxigente der Summe und der DifferenB sweier Winkel. 15 

SDeu ©ert^ mi iang, (a -|- b) finbet man auf folönibc ©cife: 

, , ^ &m. (a + b) sin,& eos.h + «$fkb co«. a 

tang. (a + b) = 7 — = *-x — ■ — s— rr» 

^ «0«. (a + b) COS. a co». b — ««. a «n. b 

bioibwt man ^a^ki uub Dlcuncr burc^ cos. a cos.hf fo fommt 



<an^. (a -j- b) = 



C08,& 



1 — 



60«. a ' co«.b 

unb bavaud enbltcf^ 

tang. (a + b) = — \ ^ u 
^ ^ ' 1 — tang, 9k tang.h 

Ättf Ä^nli^e Seife finbet man tang, (a — b); 

. - sin. (a — b) sin. a cos. b — sin. b co.<f. a 
tang. (a — b) =: — 



(22) 



unb baxau9 



CO8. (a — b) cos, a co^. b -|- sin. a ^m. b 



. (a b) 1-1- tana, a faiio. b * * * * ^^^^ 



ton^. ^« 1 + tang.Sk tang. 

Anwendung der Tangente bei der Bereohnung reohtwin- 16 
keliger Dreiecke. SBenn in einem le^twinfelisen IDveied eine J^atl^ete 



wnbbcr5Binfcl bcfannt ift, 
m{d)cx bcr unbcfauiitcn 
ßat^ete ge^enübertiegt, 
fo fann man mit ^ülfe 
bcr JtanQcntc btcfcd 2Öiu^ 
teU bie fe^lenbe ^at^ete 
beu^nen. 3n bem h^U 
vointtli^tn^titäCNM, 
gfg. 11, fei bte ^at^^cte 
10 unb bet SBlnfel MCN = a befannt. JDenh man m ouf IC einen 
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20 X)te trtgonometttfcfien ünltn 

^imhÄ bc^eicbiict, beffcn ^ntfertntiig »on bem Reitet € bed SBinMd 

a glctt^ 1 ift; unb in R tin 5?erpc«b{fel jR S ernd^tct, fo ift bicfeö ^er? 
penbtfel ton^.a; mau ^at wegen ber ^e^nU^^leit bei ^uiede 

1 : tang,B> = i K 

ttnb barattd 

K = K iang,& (24) 

bo0 ^ei^t mit SßorUn: mau fiubet bie eine Äat^ete ciued rc(|>t* 
miuteli^en ^uitd^, mnn man bie anbere ^atl^ete mit bei 
Tangente be^jettigen ffiintcle mitItt)>Ucirt, »et^ev bei ge« 
fuc^tcu Äat^ete öCQen überliest. 

^eifpiele. 1. 2)ie eine .stattete tum rec^tminfcli^cu $)tcictf* fct 
327', bet Sitttel, ben |ie mit bet ^9^otemife bilbet, fei 250; mie gti>i 
bie anbete ^at^ete? 

2. ®fnn ein Seobat^tet 156' mcit »on einem S3numc entfernt i% 
loeuu fein ^uge 0, gig. 12, 5' üUt bem ^obeu fl^) beftnbet, unb bie 

$ig. 12. 

9 




biirc^ baö ^u^e uac^ bem ©ipfel beö ^öaumeö geridHcte ©erabe einen 
Sintei Don 36« mit bet l^ori^ontaien @bene mac^t, bie i^ö^e bed ^anmeA 
$u berechnen. 

3. 2)ei: ßcfwinfel eincd regelmäßigen günfecfö ift befcinutlic^ 

^Dcnft man fid) »on bem SlJltttelpnnfte einen ^iabiuö einem (5d ge« 
jogen^ fo ^atbirt er ben güufedSn)inteI , biefec Oiabiud mac^t alfo mit 
gAnfeitdfeite einen ffiinf et »on 54<». %m man nun i^on bemäßitteU 
Ipunfte ein $erpenbifel auf bie günfe(!dfeite S, fo entftel^t ein tt^U 
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loinfeligeij 3)rcie(i, beffcn ^^poteuufe bcr 9liabiud, bcffen eine StaiMt 
bie ^albe güufecfdfeite 8,^2, w«^ be(fen anbete Äatfeete ba^ ^^erpenbifel 

man f^at hmna^ 



2£)a nun ber f^lht Umfang bed PnM^ ift, nnb man bcn glä^ 

(^enin^aU </ bed ccgelmafigen gunfed^ tt^ltf menn man ben falben 
Umfang mit bem Specpenbilet p mnUipIicitt, fo crgieit {l<^ 



iBie g(o§ ifi ber numerif(f^e ^ett^ ^on J, \mm S = 2,7" 'i 

gans &i^nti<^e ^trac^hingen etff&tt man aSgemcin ben 3n^ 
f^aU eined regelmäßigen SBiete^ )>on N leiten. 

= — • 2" • \ 2W )' 

^ev ®(^äler batf nt^^t ebcr meitet gelten, ald btö er (14^ i»ollfiänbig 
i»on bet {Rt<!^tigfeit bicfer Hornel üUxin\(\t ^nt. Se^t man §. ®. in 

bicfe gonncl A' = 10 uiib -S = 9", fo crbält mau bcn S^^balt eiitCiJ 
regctmä§t9eu ^e^nectä, an mi^m jcbc ^ette 9" lan(\ ift. äßic gvoj 
t>tt ^nJ^lt eined fcge(mätigenä»öife(i#, wenn iebe^eite 3,5' lang ift? 
Und bcY ^leV^ung K ^ K* tang.Sk folgt: 



bad ^eitt in Sotten: man finbet bie Tangente eine« SDinfeid 

in einem redjtwinfeTigen 5)teie(f, wenn man bie biefcm SÖinfet 
gegennberliegcnbe Ätatljcte but^ bie il^ni anUcijcube bii)ibirt. 

SAte in einem tect^tminteligen ^teieif bie eine ^at^ete 4, 
bie anbete 3, fo ifl bie Tangente bed ffiinfel^, »eCcf^et bet Stat^tit 3 
gegenüberliegt, = '^«c^t tnön bicfe Tangente in bcn Sxtfcln, 

fo pnbet man ben jugel)öiigeu Stufet. SGßeuu fid? ber beregnete ®ertb 
bec 3:angente ni^t nnmittelbav felbft in ben tafeln finbet, fo finben fid) 
boc^ gmei (S^r&ngen, gmifi^en benen et Uegt, unb man lann aUbann ben 
Sinfel fclbft bnrc^ eine einfache Snterpolation (§. 3) bcflimmen. 

Die trlgonometrisohen Iiinien im Kreise. {»&ufig toerben bie 17 

trtgouümetrifc^en Linien auf folgcubc ©eifc bcfuiut: 



p =z — , tang, ö4o. 




K 
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Z)ie trigonometrtf(^ Unim 



Sit^i mm in einem Ärcifc, beffen ^«IBmefTcr ötet(^ 1 ffl, gme< 
SRabten CF imb CÄ, gig. 13, bte eiuni äBiufcl a mit einanbet magert, 



treibe ben Sinfel a einem rechten ecgan^t, ^ei§t ^otangenfe bed 
Sittfeld a. 

ÜRatt loitb fii^ Icidiit ABergeit(|en (dunen, bag biefe Definitionen fi4 
ni<|t im Sefentli^^en )9on ben o^en gegebenen untetft^eiben. 

donftniirt man in einem Greife, bejfen Oiabiu^ ni^t 1, fonbern 
10000000000 iß, Linien, mü^t ben ttigonometrifcl^en i^inien entfptecl^en, 
fo finb {ie natörli^ je^ntanfenb Sf^iKionen mal ^t^tt <nU bie in einen 
Ärei« conjhnitten; beffen «Röbin« 1 i% @o ifl »m. 360=0^87785, 
uub btc bicfcm Siuuö entfprec^enbe, in einen .^ücid üon einem Slatiu^ 
ftletd^ lOOOOOüUUOO conftruirte feinte i|l 5 877 850000. Ctic Wen 'oxtx 
mit 0 audgefuftten ©teUen finb naiüüi^ ni^t genau.) ^tt ^£oga(it^me 
biefee UtUttn 3a^( iß bemna<$ au<|i um 10 ^x^^tt, hli htt i^ogaritl^me 
Don sin. 36«. 3n ben meinen logarit^miici; tiigonometrif^en 3!<ife(n 
flnbet man alfo nid^t bic ^cf^aritf^mcn bet cif^cntltd^cu triöiuümctri|d)cn 
Sinicn; fonbcrii bic feügarttlniicn bcrjeniijcn \linien, weid^e, bem <Sinu0, 
(Soßnud, ber Tangente unb (Sotangente entf^pved^enb, in einen Sttti^ eon« 
ßmirt finb, beffen atabiu« 10000000000 iß. 

See ante, Cosecante lind Sinus Versais. lBi# jefet n?ar nur \)on 
ben inci tiu]onometr{f(^>en Linien bte Diebe, anlege fid) in ben ^tafeln 
ßnben, uämU<|i »om ©inud, i»om (Soßuud, bet Slangenle unb bet <So« 
iangente. Sit i^a^en nun no<^ einige anbete ttigonomeitif^e SuneHonen 
in betrauten, welche iwai mnu]cx oft bei praftifc^jen 9lie4>nungen öot? 
fornmen, beren man fl^ aber oft ^ur ^ei:einfa(i^ung ^ufammengefebtet 
gotmetn bebte nen (ann. 

S)ie ©eeante be^ ^inUU a iß bie ^pi^oienufe CS M tt^i^ 




Sift. 13. 



fi) ^ei§t bad Dom (änb<)unlt F beä eiuen 
dlabiud auf ben anbem gefäKte $et|)en» 
bifel FG iSinud bed Sinf^U a, cd aUt 
bet (5ofinu0 beffeiben. 



Bicf»t man in E eine 9?erül;rcnbe an 
ben Äfciö, fo ift ba§ €tücf berfelbeu, »cl# 
^e^ i»ifc(en i2 unb bet ^etUngetung be« 
.l^atbmeffetd Ci^ Hegt, bie Slangenie bed 

mnhU a. JDic 3:anöente bed SÖinfetS, 
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»ititcttgeit ^titdü CSE, gi^. 14, beffeit eine m^it CR l, 
bcffett anbete Itat^cte RS aber glei«^ ton^.a ifl. <id ifl bemnad^ 




(«^c. a )2 = 14- {tang.d^^. 
@e^t man füt tang,d, feinen ^e^t^f 



, fo fommt 



ober 



(cos, a)2 -j- (sin, a)* 1 

' 1 



a 



^an ^ätte biefen Sect^ ^on sec, a au(() biicect au0 bet ^ettact^tung 
ber gipr <ibUiten fdittten. 

^e (Sofeeante be« SBInfetd a ifl ble iSeeante be« ^iitfeU, welc^eic 
ben ^infel a $u einem teerten ergänzt, bemna«^ dfo 
(co«ec.a)=^ = 1 -j- (coton^.a)* 

«ttb 

1 

eosee. a -: — 

8in. a 

£Dee Sinud ^effud obev Duetfinud eine« SinleU a toirb tx* 
Italien, wenn man co9.a oon 1 ab^iel^t. 6d ifi atfo 

vers. a = 1 — cos. a. 



Die trigonometrischen Functionen stumpfer Winkel. SÖcun 19 
man na^» b^n in ben t§. 1, 12 unb 13 ^e^ebenen ^Definitionen ben 
©inttd nnb ben (Softuud, bie Tangente unb bfe Hotanqente ftumpfet Sinfel 
all cinifinuicu ycifudn, fo treffen bic itad^ bcii ctiirtcii iHii.^aboi in fäHcn* 
bcu ebcr ju crric^tenbeu !j>erpcnbifcl ni(^t mel}j: beu aubcni (gcbeufel bed 
iSBinteie, fonbetn beffen ^Mn^txm^, nnb baburcf^ treten !Dlobifieationen 
ein, meltf^e wit nSf^tt betrachten müffen. 

SriMtcibct man auf bcm eiiuu 3d)aifcl CA, Jsig. 15 (a. f. 3.), eine« 
fhimpfcu ^iufelö BGA, ben wir mit a bqcidnieu trollcii; ein ^Stiid CF 
dhf meicbed bee ^Angenein^eit gleict^ ifi, fo tetfft eine bnec^ F re4)tn>in(e% 
ium anbetn ©c^enfet CS Gc^o^ene Sinie nid^t me^i ben ®^enfef CB 
felbfl, foubcni bcffeu ©crlängenmg CD. 

^E)ad iperpcnbtfel FG ift nun bet (Sinuö bcö ftnm^>fen 2öiu* 
teU a. a)iefed $er4)enbile( ifl aber bee einnd be« Einfeld 



trigonometrifc^en Sinien 



welker a IbU^ er^auit ober mit anbm« Sorten: ber @tnud cint^ 
flum^fen ^infeU ift gUict» htm ©inuö feinet f|)i^eti 9leb<ii^ 
winfeld; cd ifl <i(fo IB. 

«n. 1000 == «lt. (180» — 1000) = 800 

1500 = sin. (1800 — 1500) = 5t». 30o 

ober aügeuieiH 

sm.Sk = gin. (180» — a) (26) 

GF, htt @initd bed flumpfen Siitfeld mit (r'/*', htm 



Ötft. 15. 



D„ — 




F. 



eitted »Ott bemfclbett 

(5d)cnfel CB an ge* 
jaulten i>i&cu äÖinfclö 

ttin{$ bee ^tnftU CB 

l)at, inbem kibe ober* 
^alb DB liegen, fo 
tontnU alfo beut ©inud 
eiited flttm|>fen Einfeld 
baffelbe ^orjet^en gu wie 
bem @tmid eilte« fpi^en. 
S)araud qtU mm l)ei:oor, ba§ jebcr <Stnud gleicher ß^it gwei 
SinMit angehört, einem f|»ij(en unb einem fhtm^jfen. @o ge^dit ^. 
bee ©inttd 0,422618 bem ^infet t>on 25« unb bem SODinfel »on 155« 
an; ber ©inu« 0,829038 gehört bem SGßtnfel iumi 56o unb bem SQÖinfet 
üon 1240 Qji, 2Öeim man bcmnac^ 9iciultat einer 9ie(I)nung ben 
(Sinud einee SinfeU^ fiuDet, fo ijt ed noc^ zweifelhaft, ob ber bicfem 
®ittud enif|>ve#enbe f|»ite obet jinmpfe Sinfel ben govbemngen bev Stuf« 
^abe entfpricl^t SRan^mal leif^en beibe ben Oebingungen bet Slufgabe 
(^)cuu^e; fütc^e gaUe werben mir fpÄtei iiod) teuucn lernen; man^mal 
auch nur einer. <Bo höben wir gefunben, ba§, wenn in einem rccbt* 
winMiflen ^reied bie ^ppotenufe 15, bie eine ^at^te 4 ift, 0,266666 
ber @inud bed bei: Aat^ete i>on 4 degenAb^itiegenben SBinfeU fei. 
JDcr (Sinn« 0,266666 gehört «bet einem fpifeen unb einem ftumpfen 
3ÖtnM an, ber finmpfe SDiufel mu§ aber bei unferer ?^nflöfnng gan^ 
au^gefchloffen bleiben, weil in einem rechtwinkeligen ^reiecfe fein ftumpfer 
ä&infet i)orfi>mmen fann. Obgtei(|^ alfo bem ®intt9 0,2666 ... au^ ein 
fhtm)>fer Sinfel entf)>ri(lht/ muf ev lh<<( ^»«^ nnbett1(f|l(|>tigt bleiben, 
weil er ben übrigen ^ebingungeu ber SInfgabe nic^4 (Genüge leiftet. 
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anbeid ^äit e$ fl^ mit beut 6o{lnud ptuntjpfet SinfeL ^etOcit 
»ii itn« bie ^inie (7Jlf, ^0. 15, fo gef^wenft, ba( bet ^ittfel n »A^fl, fo 
üÄl&ett ft* bet gufpiittW G* bed ^JerpcnWfeU jPÖ* bcm ^^eitel C, b.^. 
mit ttjacbfcubem SBinfcl nimmt bcr (Sufuiuö ah, um 0 merben, wenn 
n bid auf 90<) geu)a(fffen ifl. Siib aber bec bewegUi^ gebac^te <^(^en!el 
iio<( Aber 90<> ^ittoud, ei»a Btö O'il, gefitmenft, f9 gel^t ber Sugpituft 
M M ^titnd be§e{^neten ^erpenblfeU auf bie anbere @eite i^ott C 
ilber, bcr (Sormuä G-'C bc^5 ftumpfcii Söiufelö a fint atfo bic etttgcgeitf 
0efebte ^age bed )>on bemfelben (Scbenfel ^i^ au ge^ä^lteu fpt^nSinfetö 
n; »Af^tenb bev (Sofinud bed ^pii^n ^inUU n Don C tta^ bet refften 
<Setie ^tn ge^d^It mtib; erf^redt ftc^ ber ^oftnud bed fhtm^fittt Sinfel« 
a i^üii C mä^ ber lin!cn. 5?euMf^^Hct man eine *?on (7 nac^ rcrf)t3 
mejfeue ^cingc alö pofitiö, fi> uiüffeu wir eine öou (J Itnfö gemeffeue 
ald tiegatb bejeic^nen; ber iSofinud elned f(um|»fen SinleU ifi 
alfo itedftHi». 

^er ®rö^e na6 tf^, wtc leidet ciujufclicn, ber ^ofmu^ beö ftum^)fen 
SinfeU a gkicb beni (^ofiuud feine0 fpi^en dkbcnmitdiU b; ed ifl atfo 

00«. a = — €08. (180® — a). 
So ijl gJ9, <w.U2<» = — eo».38; tfo«.120 = — <joff.60 tt.f. ». 



IDa 



.nn. a 
COS. a 



fo iß bie Xan^tnit etned fhinqpfen ^tn^etö negaiio, inbem fftr a>90o 
^.a n€%aü^ wirb, m&^renb «m.a pofltib Meibt. 




X 



B 



<Sd l&it fi4^ bie^ aii4 bur^» (Sonflniciioit itai^toeifen. (Sd fei, gig. 16, 
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X)ie trigoitomeirtfi^en Sttttnt 



BGA tut flttm|>fe Fintel a, beffen akiitöenie man conM«» foH. 
tßa^t tnaii, »ie Ui bcr in §. 12 angegeBmn donfJrucHon, = 1, 

fo lütrD tili in R nad) ibcu errtd^tetc^ ^erpenbifct bcn anbcrn <Sc|>ctt!et 
bcö Söiulclö a gar nic^t ttcjfcn, »dl^renb ein tia^ abm&ttö ge|o« 
flcned $ei:^enbitel bie Sedättoetuttd be« ©i^ettfeU ^(7 in S tdf^ iSS 
bie 5EÄn^ ente 'be« pumpfen SBinfele a, ift ncgati^j, weil fie öou 
C na4> unten gcii^tct ifl. 

2)cr @ro§e na(^ ift bie ^langcntc cined ftumpfen SBinlcte a gUicift 
Ut Tangente feine« fpi^en ^ebcn»inIcU b, alfo 

ta/ng,B, = — tang. (180« — a). 
ÜJia^en mir in gig. 17 (7Tr=- 1, fo tft bie re*t»ittfeliö itt CT 
m r nact^ (infd 8«Sod<»€ ^nie bie (Sotanflenie be« fhtm^fen 

»ig. 17. 



A 




OBinfeU a; fle ifl negatii>, »cü bie t)on CT m% na4 bev Testen ®ette 

^iii gcmciJcucu ^äiu3en alö ^)oflt{öe genommen werben. <S« ip alfo 
cotang.a, = — ia;i^. (180^ — a). 

20 Bereohnimg der Tafeln, ^tr \)aba\ gn^ar oben fc^on gefe^eu, 
mie <S{nttd unb aofinn« »on 45^ 75o, 60«, 30«, 15o beregnet u>itb; 
mit ben bagn angeioanbten 9){itteTn if( man \thei!^ nid^t im @tanbe, bie 
@in«d unb (SoftnuS aller SÖÖinfel, bic in luiuutcrbrodjeuer OJcilK üou 
@jab }U ®rab, ober öou SDUnute ju SDiinute u. f. w. auf einanber foU 
den, in bere^^nen. änv ^eee^^nnng etnee folc^en nnnnierbeoc^enen Stti^t 
«on trigcnometTif(^eu Linien gelangt man bttv<| ben im golgenben an« 
gegebenen 5Öeg.- 

3»ei Okbicu Ci^ unb CH eined Äreifcd, gtg. 18^ fi^Uelen einen 
Qogen FE = a ein, meidet fic^ {ut 9eH|»]teiie be« ganzen ^eifee 
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ut^t, wk bcr Söinfel a, ben bic Bciben JRabieu mit einanbet ma^en, 
3600. sßjentt bej Oiobiuö t)e0 ÄxcifeS = 1 ift^ wie bei bet ßanjen 
^{0. la. fotgettben ^üxa^ian^ ftetd angenommen 

mevben foH, fo i^at man alfo bie $iro)>orHon 
at23C = a,i 3600 

ober 

^fla^ biefev $t9|>orHon ifl mtn (ci^t, 
einen 9ogen m §n Beregnen, weiter einen 

gegebenen SBinfcI ilberfpannt. ©6 fcH ^ S. 
bec ^ogen berechnet weibeui ml0^tx einen 




Eintet i»on.lo ubeifpannt, fo l^at man 

a : 3,141592 = 1 : 180 

.T = 0,017453. 

^ev 9o0en, »cl^cf einen ä&intei «on lO' öberfpannt, ifl t>tt fe^te 
^^eit bt9 eben gefunbenen, alfo 

= 0,00290888. 

S'lttn nber fle^t man Ui^t etU; ba^ ha ©inu^ eiucö äBiuEeU a fictS 
lUinee fein mug, aU bet ben ^infel a iäbevf|>annenbe 8ogen at, ba$ 
femetr m. a um fo weniger !»on a betf^teben fein fann, j[e Keiner a it>. 
^0 5. 53. ^27?. 1« iud>t oicl üon bcm bcu !iöinfel öon 1° ükifpaib 
nenben ^ogen oerfc^ieben, welcher, wie njir gcfcben t}abeu, 0,017453 ift 
Um aBer entfc^eiben gu Unnen, auf »ie ^itl ^eetmalßetten ber <^inud 
eine« SBinfele mit bem i^n ilBerf^annenben ^ogen übereinfiimmt, bient 
füigeube ^etiac^tung. 

3n gift. 18 ifl i^^e = dn. a, ÄÄ = tang. a. 5)er «often -FÄ 
foH no4 mit ^ be^ei^net »erben, fo ^at man olfenbar 

sin,Sk <^ X (I) 

unb 

ton^.a > 

©el^n wir fär toii^.a feinen Sectio — — , fo ^at man alfo.au«^ 
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jDte trigonometrifcf^m Sintcn 



Seil ühvf [tUn^aU tUintt oI« 1 ifl, fo ift auc^ (oos.B»y<Zeo$.9L, 

««n.a >^ X . (609. a)* 

wenn man für {cos.Q,y feinen 2i'c;tb 1 — (siruiiy^ fc^t. ©eil a, 
fo i(t aucj^ 1 — fUiuej aU 1 — (sin. a)«, alfo auc{^ 

sin. a ^ X — .r^ (II) 

Slud (I) unb (II) cific^t man nun, ba§ ^'n. a jn?tfd)en ben beiben 
®r&n)en x unb x — liegt ^it IDiffetena biefer beiben (^län^tn ifl 
^, mh biefe £Diferen$ wicb um fo fleinet, ie Heiner a »irb. 3e fleiner 
olfo fcer SBiufil a wirb, um fo il&^et liegen bie beiben ©rangen jn* 
fammen, gwtfcbcu ivctcften .nn. a eingefc^Ioffen ifJ. liegt j. ö. «in. 1« 
)n>if<^'en ben <9r&naen 0,017453 unb 0,017453 — 0,017453» ober 

m. 10 < 0,017453 

.unb 

«in. 10 > 0,017453 — 0,00000536 > 0,01744764. 
2)ie beiben ©rangen, gwif^en bcncu sin. V \u(\n\ muf, bifferiren erfr 
auf ber fünften 5DecimalfielIe, wenn man a(fo 0,017453 far ben ©inud 
oon 10 nimmt, fo mei$ man gtoar, ba| biefer SBertl^ gu grof ifl, man 
ttjei§ aber ancb, ba§ er l)örbftcuö auf ber fünften ^Decimalfte He \?em roobren 
^ertt; mfc^teben fein fann; wo alfo feine größere ©enautgtett nöt^ig 
ifl, (ann man bei biefem Sert^e flehen bleiben. 

Seit genauer fftnnen wir naci^ berfelben üftetl^obe ben Sert^ i9on 
«in. 10' anämitteln. 2)cr ben ^ißinfel oon 10* überfpanuenbe 95ogen ijl 
0,002909, mitbin 

«m. lO' < 0,00290888 

m.lO' > 0,00290888 0,0000000246 

ober 

«171. 10' > ü,0Ü2iJUb6Gj4 . . . 

£Die beiben ^ränjen, gwifc^en wel^^en «tn.lO' liegt, {inb, wie man fie^t, 
nur um 0,0000000246 oon einanber oerf^^ieben; nimmt man alfo 

0,00290888 für «in. KV, fo fanu man ^mi^ fein, ba^ biefer Sß,krt^ nic^t 
um SDrei^nnbertmifliout^eil fe^ler^aft i^. ^iü man alfo «in. 10' nur 
auf fe(|»d fDecimalfletten genau baben, fo ifl er 0,002909. ^iefe 
ttouigfeit ifl meidend genugenb. ^a ber &nu^ oon lO' erfl auf ber 
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Otiten $)cdm(i!f!eTIc 'ocn bcm bcnfelbcn ©tnfct übcrfpanncnbcn Segen 
bifferirt, fo merben au(^ be( <^inud unb bec ^ogeu )9on 1' uoc^ auf 
me^c ^cdmalfleilen A^ercinflimmeiti unb man fann bal^cr ben ^ogeii, 
W)el<^t ben ©liifel Don 1' «berfpanttt unh beffen «dn^e 0,000291 lu 

itäcii, o^ne ©ettered für »iru V nif)üm\, mnn man nur fec^d JDccimal* 

3)a nun «tu. lO' befannt if^, fo finbct man na<| b<( ^^Uic^ung 

coÄ.a = Vi — {.sin. Ii)' bcnSert^ di>u cos. 10'; er i\i 0/J99996. 3^a(|i 
@)l(i(^ung (12) ijl aber 

20" = 2 . m. 10" . CO«. lO' = 2 X 0,002909 . 0,999996 = 0,005818 
unb na^ tS^Iei^ung (14) 

COÄ.20' = 1 — 2 (^w. 100« 

COS. 20' = 1 — 2 . 0,002909« = 0,999983. 
gemec ifl 

«m. 40^ = 2 . «m.20' . eos.W 

mi. 40* = 2 . 0,005818 X 0,999983 

Äi». 40^ = 0,011635 

unb 

ca«. 40* =1^2. (wri.200» 

w».40' = 1 — 2 . 0,005818» = 0,999982. 

fflaC^ @Uid?iniö (8) erhält man wi. öO' = «n. 1^ 

«m. 10 = «tn. 40" . eo».20' + eo8A(y . m.20' 
unb nac^ (S^Iei^ung (9) 

CO*. 10 = CO*. 40' . cos, 2(y — sin. 40* . «n. 20». 
©ttbftituirt man in hefe beiben lefetcn ©Icid^ungen für «iw. 40*, co«, 40*, 
«m.20' unb co«. 20' i^tt äBeit^c, fo finbct man 

sin. 1« = 0,017452 

co.<?. 10 = 0,999848. 
9[uf biefem ^ege fann mau bie ^inud unb ^oftnu^ aUtt Sinfel 9on 
lO' lO' be(ec()nen. ^at man 9m.V bete^^net, fo tarn man auf 
biefem IBege bie (Sinud nnb tSofinud aOet Sßinfel )>on Slinute )tt fD^li* 
nntc berechnen. Um ouf bicfc ®cife Unfein berechnen, ift cö ÜM» 
gen^ bur^aud nöt^ig; ben fictntteu €^inud ber Xafeln fouoie ntle foU 
genben auf me^^r SiecimalfieUen genan )u beceff^nen, aU man begatten 
toiU, um SU m^üitn, baf bie ft<l ani^Aufen nnb babntd^ bie 
U|tcn ^i^txn fc^ler^aft werben, '^hi^ ift cd nötl^iß, bic gefunbencn 
IS[)ett^e ))on ©inud unb (Sofinud babur^ ju controUreu, ba^ mnn oon 
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Ginne «nb ©oflnu« »on 75», 60» 45«, 40^, 15o, bic man auf anberem 

SDcgc tcrednict Imi f!?. 5), awSf^cbcnb, bic <Stnu3 itnb (5of!m!§ tjcrfcfeie«» 
benet ^BinUl hm<inttf unb bie auf beiben y^Degen ct^alUim dU^uliaU 

Qut SeYi^oUftAnbigung bet Xafdn |inb nut noc^ He Sangenten nn^ 

ßotangcnten 'gu bcicffcueu. 3^a(^bcm bic ©inuS unb ßojinuS bcfaunt 
pnb, ift biefe ^erccf^nung fe^( cinfac^. ^ie S^angeuten finbei man mit 

$ülfc bcr gomet toiwr. a = — Me ©otaugcntcn mit J^ütfc bcr got* 

4 

mel cotang. a = -: — . 
^ mm, a 

Xao iu tiefem ?(bfd)mtt Öcfagtc foll uui ba^u bicucu, einen SQÖeg 
pi lü^cn, a^uf iveld^em man bie tafeln berechnen tann. ^a§ biejec 
Ifi^eg ieb(»<i^ ättfietfi mäi^fam ift, loitb wo^t Sebet sngeBen, ber nuf bie 
9ere(|nnng einigeir Ginne nnb (Soflnnd üerfn^t l^at ^ie Slnatpfie 
liefert SRittef, we^e »eit rafc^ct gu bicfcm Biete fügten. 



3meite0 ftayitet. 
SlttttJcnbung bu tiigonometiifcljea Jw^ctiotteu jui: 



21 Gnmdgleioltiiiigen des Dreleoks* ^vt ^a^en M {e^t bie tri^ 

gonomctrif^cn Linien nur gur Serci^nung bcr feMciiben ©tücfc xt^u 
iviiifcliger 3)rcic(fc angewnnbt, fie tUmn icbo(3^ and) §ur ©crc^nnng bet 
fc^lcnbcn (Stüde in f^icfwinfeligen JDrcictfcn. 3)icfe ^etec^nung ftü^t 

flete auf eine ber gteii^ gn entwidelnben t^Uii^nngen, »el^e bie 
8egie^ungcn andbrücTcn, in »etf^en bie »erf^iebenen <SIemente eined 
2)teicdö in cimniu iubcn, 

3n giß. 19 feien bic brei (Seiten bed 5)rcied0 mit -4, jB unb C 
ht^ü^ntt, bie i^nen gegenöberfte^enben Fintel ahn mit ben entfpre^^en^ 
ben Snii^ftaben beg giie^ifi^en SUpl^abete. 9on bee Gjpi^e beg ®infe(g 
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jur SBere^nung f4»i€fbmfeliger £)reiede. 81 

Ä ifl ein ^erpenbtfcl p auf bte @eite Ä öefaüt; biefc^ ^Jer^jcnbifel tl^eilt 
»«• 1»- fatc ifl ttitn 

;)2 == ^2 _ b3, 

= c«, 

mithin 

O ^ c2 = — b2, 
alfo 

A (?» = 5» + c« — b«. 

mn aUt {fl c = -4 — b, affo c« = — 2ilb + b^; fuf^jlttitfe! 

man biefcn 2ßcrt^ öon in bic Icfete (^Ui^un^, \o tommt 

= ^2 + 52 _ 2^b, 

ttittt aln iß offenbar b s=: ^ i»»./, alfo 

0* = i4» 4- i?» — 2^5 <j(».y (27) 

ba^ ^>c{§t tu 2£Uutcn: 3n einem jcbcu !Dretec£ erplt man ba« 
Quabrat einet «Seite, wenn man bic Duabrate ber beibcn an^ 
beten ©eiten abbiti nnb !»on bet ©nmme bad bo))|>eIte ^tobnct 
bev beiben anbeten leiten mn(ii|»I!cirt mit bem tSofinnd bed 

3iBinfeU, bcn fte etnfit lic j^i n, abjie^t. 

iDie jtt?cttc ^runbökit^ujig et^lt man ftUi^faUd attd bet Setta^ 
tnng bet gig. 19. (Sd Umli^ 

p = B druy, 

p =. C , mn^ß, 

alfo 

B sin.y = C , mn.ß\ 

aue biefec ^(ei^uug aber folgt 

B sin^ß 

0 «!W,y 

ober 

B i C =: sifuß : 8in.y (28) 

bad l^etit in Sotten: 3e awei Seiten eined 5Dteiedd t>et]^alten 
fi^ gtt einanbet tote bie Sinnd bet il^nen gegenübetflel^enben 
SBinfel. 

SJiit J^iilfe bicfcv beiben ©leic^ungen (27) unb (28) fann man fietsJ, 
wenn btei d^lemente eined ^teietfd gegeben flnb, nniet benen fii^ abet 
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uicuigfleu^ eine ©eitc tepiibeu mu^, bic brei anbercu ^tücfe be6 Xidc^ö 
i)ere(^neu. ^ie ))erf(^iebenen ^ier m5glt(|ien gaQe tooUen mx in ber^ 
fetten Ot^itung wie in ber Geometrie betrac^^ten. 

L «S^tdeben: ^tei leiten. 3n Hefem 9a0e finb bie btei Sinfet 
SU befltmmtn. ©(ei^ung (27) giebt und bie 9tel<iHon, in »eli^et bec 
^onnus clne§ Söinleld im fDreicd gu ben brei eeitcu jte^t. ^ud biefei 
i^leicbuna folat 

^2 + ig2 

^'•y = — M5 ^ ^ 

bad j^eifi in Sotten: mon finbel ben (5o|innd eine» ^teieifdioinleti», 
wenn man bie Onabtate bee beiben leiten abbitt, welche ben gefuc^ten 

®iufe( einfcfcHef^cU; i>on ber (Summe baö Cuabrnt bcr ilnn (gegenüber* 
fte^cuben »Seite abjie^t, unb bie gefunbene 3)iffcrcnj butc^ baö bo^)pelte 
$robuct bei: beiben ben Qefn^^ten SBintet einf(^liegenben ©etten bibibi?t. 
Oanj analog iß alfo au(|) 

= YbTc — 

^2 4, CJi — jga 

'''•^ = — 2ZTC — • 

(Sd feien §. ©. bie btei ©eiien eine» a)?ele<f» 6', 7' unb 8% fo ijl 

ber @oftuu^ bci^ ^intele, mel^ei: bec (Seite oon 6' gegenüberftet;t, 
72 4_ ^2 — «2 77 

^tx biefem «Sofinu» angel^aHge Sinfel ift 46« 34,1'. 

5)er ^üfuittd bed SÖinfeU, n?cl((>et ber (Seite oon 7' gegenüber 
fte^t, ift 

82 -U 6« — 7« 51 

ber >a)tt gei^öHge äBineel 57o54,6'. 
S)ev (Spfittttd bed bvitien Sinlefö iji 

7a^-6»-8» _21 r 
2.7.6 " 54 — 
wonac!^ ber btittc äöinfel felbft 75o31,3'. 

Qetei^nct man auf biefip Seife bie brei Sinfet be» SDeeied», beffeu 
Seiten 8', 4' nnb 6^ pn^ fo finbet man ffte ben ^ofinn» be» ©itifete, 
welc|>er bcr Seite umi 6' gegenübcdiegt, 
16 + 9 - 36 _ 11 
' ~2i 24 ' ' ' • 
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Seil bcr ^ofinuy tiefet ^'uUdt^ ucj^iUiü ifr, fo tj^ tcr 'Muhl felbft ein 
flum|)fer, unb jwar ift et ber S^ebenwtnfet »on bem, beu man für bcn 
<Sofinud 0,458 ... in bett tafeln finbet @o oft man ühttf^anpi no4 
bicfer cittcti negatben <So|intt9 flnbei, fo ev|i(i^t man hatm^, ba( 
I»a0 fragliche ^ttitd ein ftum^fwinfeligeö ift. 

3n bem S^rciecf, beffcn brei leiten 3', 4' unb 5' finb, finbet man 
ben (Softnud be^ Einfeld, melden bcc ^eite oon 5' gegenä^cr^e^ti 
9 4- ^ 25 
24 

ber Wülfel \dh\t i]t alfc ein lec^ter. 

m feien 3\ 4' unb bie hei Seiten eined ^ceiectd, fo tt^ithi 

fi(^ für ben (Soflnnd bed ffiinleld, meli^ef bet ®eite von 3' gegenüberßel^t, 

64 + 16 — 9 . . 
^ = "/e4 — A,l 

b. ^. ein ^ert^, welcher o,x^n ift ald 1; ba aber fein (Sojimid gröget 
aU 1 fein fann, fo gehört bet gefunbene (§o|inn« einem nnrnd^liilen 
SittM an, ober mit anberen Sorten: mit ben brei (Seiten d^, 4' nnb 
^ fann gar fein 5)rettcf i^cbilbct werben, ^af bem fo fei, fanu man 
auc^ baraud f(^on etfennen, ba^ bie (^eite 8' grt)^er ift aU bie beiben 
anberen ^nfammengenommen. 

SBie 9to{l ßnb bie brei Sinfet in folgenben ^reieden? 



A 


B 


C 


127' 


94' 


156' 




84' 


72' 


87' 


112' 


68' 



II. 0^egeben. sn>ei Seiten nnb ber ein^efc^toffene ISBinteL 
<Sd fei gegeben ber S$in!e( y nnb bie beiben Seiten ^ nnb mel^e 

bicfen iüiufel Mlben, fo giebt uucJ ©leic^uug (27) unmittelbar pnii 
Duabrat ber britten Seite, nämlic^ 

^ = ^2 -f — 2AB eos.y. 
($0 fei ©. J = 3', JP = 4', y = 580, fo ifl 

6^=9 + 16 — 2.3.4. CO5.580 = 12^82; C = 3,5 .... 
9ta^hm nun bie brei Seiten befannt {inb, tann man na<^ bem im ^ 
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lenbett SinM fitd^eit. 

\(in(\€ y ein fpt'tiCT 5Btufet ift, bleibt co«. y pofitiü unb baö 
leljtc ©lieb im ^>ertb Don 6"^ negoti». 3n einem fpifei^jiutcUgcu ^reiccf 
if^ bemna^^ bad Quabtat {ebet @eite fteiii<^, aU bie Quabtote bec bei^ 
ben Anbeten ^ufammengenomnten; Ift y ein fci^btev SDinfeT, fo Iß 
~ 0, unb ber iikiib uon icCiutn [i* auf + "^^^ "'^'^ f^*'" 
burd) ben ^Ppttjagotdifc^en Se^jifa^ mußten, ^obalb y ein ftumpfer 
Fintel ijl, wirb oo«. y ttcgatt» unb babuttf^ bad lebte <9Ueb im Sett^e 
Don pofttt«. 3tt einem fhtm^fwinfeti^en iDreictf ifl bemnaii^ ba» 
Ouabrat bet @citc, ivcldje bem faimpfcn 2Öinfcl i^cgcnüberUegt, grÖfer 
ald ba^ Duabtat ber beibeu anbereu leiten ^ufammeugenonunen. 

fei a. ^ == V, = 4', y = 1240, fo iji 
. O = 49 + 16 — 2.7.4. co*.124o 

= 49 + 16 + 2 . 7 , 4 . 560 =^ H5 4- 56 . 0,559198. 
2)CH übriv^en 3;beil ber SiecbnunQ mac; ber (Sii}ulcr au^ifiibren. 

Senn in einem ^reie^ {wei leiten uub^bet eingeft^loffene lß}inCel 
gegeben finb, fo fann man, mie fi^on bcmetft mutbe, bie fe^tenben 
IBinfet babitrc^ ftnben, ba§ man attetrfl mit ^ülfe bet ^(eic^ung (27) 
bie feijlenbc ©eitc bcre(^net, unb wenn ber numerifcbe 2ÖertB bcrfclbcn 
befannt \% mit Jpülfe bet (§)leicJ?ung (29) bie fe^Ienben SÖinJel beftimmt. 
liefet Seg ifl aber etmod nmfl&nbiif^, unb be^b^^b ifi t% »ünft^end' 
mert^, eine J^ormel gu ^nben/na(^ meldet man bitect bie feblenben 
3DtnfeI beftuumcn fnnu, ebne ^ucrft bic fctUcubc Seite iw fucbeu. ^ 
einer folcben So^^ut^^ fpmmen mi bur({^ folgenbe ^et(ac|^inng. ifi 
bctonntiicb 

A X mxk. » z=st B t sin, ß, 
'2i)cun nun bie (Seiten A nnb B ucbft bem SGiufcl y befannt finb, fo 
finb in tiefer ®lei(^ung groei unbefannte ©rößcn, e§ fd§t fid) alfo and 
biefet ©teicbnng aQein mebet a no(^ ^ be^mmen. 9lm ifl abet « + 
4- y = 180» obct « = 1800 _ /} — y; aifo «„. ce = «öi. C/3 + y) 
«71, a = gm.fi eos.y cos.ß 8in,y; fubfutuiit mau t-icfcu 2ßert^ in 
obige @(ei4^uhg, fo fommt 

A . dn, fi = B (m. ß . eo». y -|- üo«. 0 «m. y). 
3n biefet €)Iei<bnng ifl nnt no4 bet Sinlel unbefannt. ^»ibitt 
man auf beiben Seiten mit eos.ß, fo fommt 

A . tang.ß = ^ iang,ß cos.y -j- Ä . «w.y 
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tang.ß == ^j— 



S , sin,y 



B . coa.y 



cao) 



IDief» ^Uic^ung d^i^i analog ifl 



' B — Ä, eos* y 
ÜRatt ^>Ät!< bie gotmel (30) auc^ bitect aitd bet gipt oMeiteti 
fönnen. 3n gifl. 19 ifl nac^ ©lei^ung (25) 

tang,ß = ^ : 



ifl dber p ä £f . «in. 

b = iy 6v;.*. ; [ubftituirt man btcfe 
^txtf)t in beu testen ^txü) ^on 
fo finbct moti fikx tang. fi 
benfetbenSett)^ wie inWti^m^(W). 
■ @0 fei g. S. 

^ = 4', ^ = 6', y = 420, 
fo id 

Ä 6 X 0>669131 _ 4,014766 

= 4 ^ 6 X 0,743145 - ^ 0,458870 " 

/J = 96031'. 
^ie grof a, ^ unb (J in felgsnben £){(ücfenif 







A t ! 





A 


B 


r 


3728' 


1942' 


830 


763' 


1024' 


1120 


0,57« 


0,96»^ 


580 



ni. ©cgebeu jwei leiten unb ein SBinfel, rcelc^er bcr 
einen »on beiben leiten gegenöbeipjlelfft. 6e fei gegeben beic 
ffiittfel ß itnb bie 6eiten A itnb i?, fo W man |nt 8eiPe(^niing be« 
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3ft i. Sö. Ji = 6', ^ = V, ß == 490, fo. ifl 

6 X 0,754710 „ 

« = 400 18'. 

$(itd bet €)eometvie (@. 19) ifl bereit« befaitttt, ba§ ein ^vetect 

burc^ ^aui v^icitcn nnl' mmi ^^lufel, wcld^er bcr einen ber bciccu Seiten 
Qcgcuttbcrpcbt, mir bann !'cfrimmt ift, wenn ber SÖinfel bcr längeren 
®eite gegenüberliegt* ^iegt bee gegebene äBinfel bet fütjetren ber ge^ 
gebenen leiten gegenüber, !ann man aug biefen ©tüden entmeber 
fein ^r)rcietf conftrniren, ober gwei »crfc^iebene. SBte aber fdnnen wir 
am uufcrcr Oi'ccbmmg eine feiere boppelte ^Infföfnng erfcnnen? ^nxd) 
bie 9ie(^uuug finbet mau ben ©inud bed äOßinfeU, »e^er ber einen 
gegebenen @eite gegenüberfte^t; oben ift ober gezeigt worben, bag jeber 
@inttd guölei(^ jweiSinMn angehört, welche einanber |tt 180<> ergdnjcn, 
► nnb man txhäit bemnad,i ^iiH'i ücrfcfciebene ^I^tciecfe, je iiarf^bem man bcn 
^um bere4;neteu ^iuud gehörigen fpi^en ober ftum^fen äBinfei nimmt. 
(Sin I93eif|>iel mag baft <^efagie Kar ma^en. & fei gegeben 
= 1« B = 0,65'V ß = 310, fo ifl 

dn, a = tt^h: • 0,515038 = 0,792366. 
0,60 ' 

IDer 8inu^ 0,792ä6G gehört aber gletc^jeiiu] einem SGöinfel »on 52^ 25' 
nnb feinem ä^lebenwinfel 1270 36' an. ^er ber (^eite gegenüber^ 
^el^enbe IBin!e( fann alfo entmeber 52» 25' ober 127« 35' fein. 

5Da aber jeber ^tnn§ ^ugleid? einem f^>tben nnb einem ftumpfen 
Sinlel angel^Ört, fo foUte man glauben, bag bie trigonometrifcbe 9tecb« 
nung ftetd eine bo|>|)eUe $lu9dfnng gdbe, ma« ben geometrifi^^en 8etra(|f^ 
tnngen »iberfpric^t. ^er jnm gefnnbenen ®inu« gel^örtgc jhtmpfe $6infel 
fann jcborh nnr bann eine jmeite ?(nflofunöi geben, meun er mit bem 
gegebeneu Siulel wirfiic^ üi einem ^reiecl ^ortommen fann, b. ^. »enn 
er mit bem gegebenen infammengenommen »eniger al« 180<» angma^h 
@g ifi bieg aber nnr bann bet %aU, mnn ber gegebene Sinfel Heiner 
ift al6 ber 9iebeuiiMnfeI bcö beredenden lauupfen, b. b. njenn ber bercci?:? 
nete fpibe äßinfel a grefect ift ale ber gegebene Sinfel ß. ^uf^ 
Idfnngen finb alfo nur bann mögli^, wenn dn,a ^ sm,ß'j ba aber 

«tn.4X =z -=- . «t». /3, fo finb alfo nur bann ^wei i^fungen möglich, 
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»enn bei gactot > 1, b. ^. wenn ^ > obct in ®OTten, wenn 

> 

bet gegebene Stnfet bev tCeineven bet gegebenen ©etten gegenöbeicliegt. 
3m obigen ©eifplel »at gegeben i4 = 6, ^ = 7, /3 = 49« 

bar<!u§ ergab ftcb sin. a = 0,646894. 33üu bcn betbcn ^iiu biefcm «Sttiud 
gehörigen Sötnfeltt 40^18' unb 139^42' fann aber bcr lefeteie ßar uici&t 
in ^etracl^t lommeni tt>ei( et mit ben gegebenen 49« me^r atö löO<> bt« 
Mgt, »et( dffo bie beiben ®in!e( i»on 139^42' unb 49« gar nt^t in 
einem iiufc tcmfclbeu ^^letect luufommen fßnnen. biefcm gaHe cnt^ 
fpiubt nur bet ^um berechneten (iiuuö gehörige fpifee^ßinfct »?on 400 18' 
ben ^ebingnngen bet $lufgabe, ed iflt alfo nnr eine Aufgabe mdgiicb. 

Senn bee Ibeee^nete ®inttd gidgtt a(d 1 i^, fo ijl bie S(nfI6fung 
unmöglich, b. l), ed giebt hin ^iciecf; metc^cö ben gegebenen Scbingun^ 
gen entfpric^t. 

mätt i. Sb. A = 4, B = l, ß = 410, fänbe man 
«n. a = 4 . 0,656 . . = 2,624; 
«wft biefen gegebenen @tfirf en ld§t fi^ hin ^xtitä confituiren. SÄon fantr 

fici) Daöott aw^ leidH bui(^ bie 3cic^nung über^engeu. 

Senn a berechnet i)t, ift ni^td Utt^ter ^n finben; bie fe^^ 

ienbe @eite C ifi fobann Ui(^t nacb gomel (27) pt beregnen. fSftan 
fann jebod^ bie britte @ette C finben, obne Dorber erfi bie nume« 
tifcJien SÖert^e t?on a «nb y befuuimt ^aben. 2)ic baju nöt^ige 
gormel füll foglci(^ entwicteU metben. 

9lOL^ ben oben entmidelten ^lei4inngen ifi 

3n biefem Sett^ ))on C fommen aber no^ ^mi unbekannte ^ri^^en 

m, bie eiiminiti metben mdffen. Seil y ^ 180« ^ a — fo i\t 
wuy = sin. (ß tt), mithin 

^ A . sin. (a -|- ß) 

sm. « 

ober 

« i4,«n.act>s./i + yl*i72.i3 . coÄ^a . /» i j • ^ cos. a 

C7 = i—r-^ = A . eos,ß + A,stn.ß - — . 

8m,a ' a 

3n biefem Sert^ »on 6* fommt mt nv^ eine nnbefannte ^vdge a »or. 

man für siiu a feinen oben gefunbenen Sert^ — ' ^ , fo tommt 
C = . co«.^ -j- Ä . coÄ.a 
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9lntt>ent>ung tet ttigonometrifcf^en gutictionen 



C = A . co8,ß ± B , VOi — sin.a)^, 



ttttb mmx mau für (sm.ay voithi feiueuiöcrt^ (nn.ßy^ fefet, 

C = il . co«.j8 ± VB^-^A^ («n.|8)» . . (31). 
5jtc]'ci- iDert^ Don C jeigt fc^ou eine OcppeUe ^uflöfimg an, intcui man 
pnci tHifc^iebene Sert^e )}on C ed^&lt, je na^hm man bie Sur^cl 
|»oiitii) obc¥ tt^atiD nimmt. 

Silell^mett wir j. ©. ii = 5««, Jf = 3"», /I = Sl«. gflt tiefe» 

Dreied pnbct man 

C = b , 0,857 ± V^9 — 25 .0,265 
C == 4,285 ± 1,540 
(7 = 5,825 {ET, gig. 20) 
er = 2,745 (RT, gtö- 21). 
Um bie ©a^e ret^t Har ma^en, ift eo gut, bie geometrif^c 95e* 
beutung bet einzelnen %f)ciU bed ^ert^ed oon C auf^ufuc^en. A,co8,ß 
4fl bie llAi^ete eine» tec^tminfeligen ^eied», weld^e mit beffen ^ppe* 
tenufe Ä einen Sinlel ß einfi^Uegt. Genien mit und t>on <S 20 

gig. 20. ^ nnb gig. 21) ein ^ßer^jcnbifcl 

auf B gef&at unb ben 3u§< 
pnnfl beffelben mit 0 Be|ei4'' 
nct , fo tt^ s?= j1 . eo8. ß, 
wenn i^N mit A bcjei^nct tft 
5De( zweite ZMi bed Sect^e» 
9on C", n&mli(|i 

|Vcflt btc eine Katbete eined 
redj^tminf eligen S>¥eie<fd bar, 
beffen Jg)9potenufe J5 (ÄT, gig. 
20, ober ^Sr, ??ifl.21) unb be^- 
fcu eine Änt^ete A.sin.ß ijt, 
A.sin,ß tft aber ba^ $er|)en« 
'^^^R bifet SO felbft. 

ift bemna^ nt^td anberes nl^ bie Entfernung bed %üipuntU^ 0 9on 2* 
pber Slbbirt man 0 T |u i20, fo er^It man C ber einen, gie^t man 
biefe Sange t)on JßO al, fo er|iftit man C ber {»eiten $(up[efung. 9ud 




«ig. 21. 
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39 



tiefer ^üia^tmxc^ folgt au(b, ba§ mit bann eine jweite 3luflöfwn^ niö^^ 

«4 i% mm EO>TO, alf« wettii Acos.ß> ]/ B^'-A^ imi.ßy 
ober mnn AiCeo8.ß)^>Bi—A^(sm,ßy; Mn^t man in Mefct WtU 

d)nng ^4« (sm. /J)« auf bie aubccc £eitc, fo fommt ^2 (^os. + {sin. ßy 
>> ^2 ^2 \> ^x>it finben alfo biet für bie SUüglit^leit jwcter 
^ußdfungen biefetBe SebingUitd tote f^f^x, Mtm bei; untev bentSut^eU 
geif^eti jNfiettbe Slitdbiud tiegoüD wiih, »entt a(fo J3> < A* 
b. »etttt bie QCflebene Seite B fletnet ifl (rt« ba# !>ott 5 öuf B gc* 
fällte ^3er^>enbifcl, fo wirb ber SBcrt^ »on C imaginär, bie J^ufiöfung 
ijt unmöglich. 

Sie gtof |tnb bie ni^t 0ejebenen ^tftde in fotgenbett ^me(ten? 





B 




12' 


8' 




9* 




112« 


19' 


16' 


1040 



IV. begeben eineSette isnb bie beiben antiegenbenlBinfel. 

(5d fei gcßcbcii bic ^cite A mit Den iöinfclu uub y. Um a ju fin* 

Den t)ai man nur ß -\- y oon 180« abju§ie^eu. 3ft aber erft « befannt, 

fo flnbet man bie ©eitett ^ unb C ^Uic^ung (28), n&mli^: 

Ä * * 

unb j /? 

X> S= : • 



6d fei ^ = 7, y = 36«, ß = 

7 . «tn.36<^ 

«».70 
7 . 740 



740, fo ift a = 700 ttttt, 



Sie gro$ fiub bie fci 



jtücfe in foUjeuben 2)we(!en^ 





B 


• 

7 


64' 


82' 


420 


116' 


98' 


390 


8' 


43' 


1110 
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40 Slnmentun^ ^ trigonometrif^en Functionen 

V. <S^egeBen jwei leiten, «In anlicgcnbet nnb ein gegen* 
üfcetUeöcuöet 2DinfcI. 

itoti Stufet befanut fuib, fo fann mau leitet ben bdttett {iubett, 
unb bann bie fel^lenben Seiten gevabe tbenfo beregnen, xoit im i»ori« 
den 

' Sie Qro$ finb bie fe^Unben Stüde in folgenben ^teiecten^ 



A 


« 




47' 


'61« 


270 


63' 


1040 




124' 


540 


970 



22 Anwendung der Logarithmen. SlBeil bie '?(!nt)eiibitng bei ^o« 
gavitl^men bie trtgonomet(if(|^en Otec^nungen ottferorbentlicb erleti|tevt, 
fo ^at man %Aftln entworfen; meiere ni^t bie ®im^, ^oftnud, Stan« 
genten nnb (Sotau^euteii bei; äßiufel \cib\t, jüubeui il^ie Sogaut^mcn 
ent^flltcn. 

S&mmtUf^e Sinu^ unb (So|inud flnb {leinet atö 1, bie i^ogatit^men 
aUtt ®inud unb (Solinud müffen bed^alb ttegaHt>e l^enngifent f^aben. 

@o ift 33. 200 ^ 0,342020, unb ber «onnritbmc bicfev 3at)l alfo 
% ^Vi. 200 ^ 0,534052 — 1. 2luf bicfe iüeife, b. ^. mit ne9ati\)eii 
^ennjif ent; finben jji^ abet bie &>Qaiit^men bec tcigonometrifc^en ü^inien 
nic^l in ben meiften XaftXn, Um bie negative ltenn$i{fee gn oermeiben, 
i\t in ben Xa^dn bie mf)xt ^ennjiffcr um 10 »cnne^rt, fo ba§ bie po* 
fitioe Äeuujijfer 9 flatt bcr uci^ati^en 1 in ben ftafelu ftebt. <Bo fiubet 
man a(fo log, sin. 20o = 9,534052. (Sd flnbet ferner in ben ^feln 
log,eo8.9b^ =s 8,940296; bee wa^te Sogatitl^me von co9. 85® ibat abet 
eine um 10 Heinete Äennjiffer, er ifl alfo 0,940296 — 2. 

©ben fo flnb anä) in ben 2^afeTn btc !^o(jarit^meu bcr ^aiigeuteu 
unb ßotangenten um 10 oergrö^crt. aBcun alfo für log,tang.^b^ in 
ben 3:afeln jk^t 11,058048, fo ifl ber loabre ^gatitl^me i»on tang, 85« 
gleich 1,058048. 3n ben a:afeltt frcM log. cotang, 77« = 9,988724, 
ber njatne ^üqaritfnne t?ou cotang.ll^ ift alfo 0,988724 — 1. 

(^ewöl^ulic^ entsaften bie logarit^mifcb^trtgouomeirifc^eu tafeln bie 
^ogatit^men ber trtgonmnettifii^en i^nien »on Minute |n SHinute* 9im 
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jur ä3erec^nun3 [(^{eftoinf etiler Dreiede« 41 



tann man at)er obne mcrfftdjcn ^c^cr anncf^mcn, ba^ ^wifdicn je jwei 
auf eiuaubec folgcuben ÜJlinuten t>tt Sad^St^um ber ^ogaritbmeu bem 
maMtffum M Sittfeto pvo|>orttimal ifi. ®o iß lO. 2o^. sin. ^1^ 24' 
= 9,7834575 vttb log.dn,Smb* = 9,7836227; md^renb ber ®{it(et 
um 1 9}ltnute = 60" a\idift, nimmt bct ^ogarttbmc be^ Sinuö um 
0,0001652 gu; nimmt bcr Sßinfcl »oii 37» 24' nur um 1" jii, \o wlWt 
ber &)0aitt^me bed mm^ um Vao «>on 0,0001652, b. fi. um 0,000000275^; 
um a(fo ?o^.«m.370 41'l" }u finben, ^at man tm §um 2o^.«m. 37^24' 
tic in teitJtafehi frcbenbe ^Diffctciu für V, uämlid) 27.53 fo ju abbiicit, 
bap bie 3n^I 7 jur legten, 2 jur ijotlefeieu XedmalfteUe bcd Logarithmus V)ou 
nn.370 24' abbict »iib. ^ie diffcrn 53 tommen bann fcf^ccHoe auf bie 
a^te unb neunte SDecimalflene. ^emna<^ift%37024'P= 9,783460253 
ober, njenn man nur 7 Xecimalftcüen bcrutf(l(^tiöt, 9,7835602. 3ft 
log. 8171. 370 23' 43" bcftiuuueu, fo i)at man 7o/;r. «tw. 37^ 24' bic 
43fac|»e iDiffeTcni für 1", alfo 43 X = 1133,79 fo gu abbiren, 
ba$ 3 gut flebenteu, 8 fei^dten ^edmalfieHe obbitt wltb u. f. 
üRan ftnbet auf Wcfe ®ctfe 37« 24' 48« = 9,783575879 ober, »tun 
ttut 7 2)cctmalftencn betudfid^tigt werben [ollcu, 9,7835759. 

3u( befferen d^inubung folgt ^udfui^rung einiget an« 

beten 9eif|)ieU. 

®d fei gtt bejHmmen for/. ^ari^r. 68« 18' 32". Sn ben 3:afeln ftc^l 

log.faTrg.QSn^' ~ 10,4001733. 
T)ic 3)ijfcrcua für 1" = 61,27, alfo für 32'^ tft 32 X ^1,27 
^ 1950,61 ^iefe IDiffeten) gu 2o^. fon^. 68« 18' abbitt, («mmt 
7o^.fafi^.68ol8'32" = 10,400368364 

ober 

10,4003684, 

wenn man nur 7 2)ccimaleu beiücffK^tigt. 

Setnet fei gu beßlmmen log,oo8.1d^W^7'', in ben Sxifeln fle^t 
% CO«. 19048' = 9,5298638. 

2)ie Xiptens für 1" ift ^Ui^ 58,46, b;c ^Diffcrenj für 27" ifl alfo 
27 .58,46 z=r 1588,42. 5)iefe ^iferens ift üon 9,5298638 abgttiic()cn, 
»eil ia bet (Sofinud mit mai^fenbem E&intel {leinet toitb. 

S^^a^ bem ©cfagten ifl e6 nun aurf? lei^t, ben jum Logarithmen 
einer trigonomctrifd^eu ^inie gei;origeu Fintel ^u finben. @efe^t, ber 
^gatit^me bed ©inud eine« OdinfeU « fei 9,6959374 3n ben ^fcln 
finbet afö i^gatit^me bee nft# lleineten ^inu« 9,6958922 unb 
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42 anivtiiDung ber trigonometrifc^en ^uwctionen 



tiefer gehört bcm iiUufcl i^mi ■J'i^^Aio' an. @r if^ ^)on imfercm üerfc^ie* 
ben um 452. 3)ic iDiffereiig füt 1" ift 36,8, imt mit bicfet ^at man 
in 452 )u ^bibiren, um bie ßal^l bei: <Secttnbett finben, um »el<(e 
bcr minhl a grdter i|l <i(d 29o 46'. atefnltat biefet ^it>{|lon ift 
12,2; bcr Sinfcl a tft alfo 29o46'12,2". 

fei ferner hg, coiang. ß = 9,7oÜ4567. 3« ^^ii tafeln fiu^et 
{U^ atö bet na<^ft fleinete dotangenten^l^odadt^mc 9,7392707, biefer tft 
s>oit itttfmm oerfc^ieben um 1B60 unb gel^dtt einem Sinfel t>oti 61<»15' 
. on. Sßdcbfl ber ^ögatft^me um 49,92, fo nimmt ber ^infet itm 1" 
ab, einer 3unaf^me 1Ö60 bed l^ogarit^men eiu)|)ric(;t bemnnc^ eine 

na^me von = 37", ber Söinfel ß ift alfo 61« 15' — 37" 

= 6i» 14' 23". 

23 Beispiele, ^wt Uebuug folgt l)ia bie ^ujlöfnnft einiger trigono* 
metrifcbcn Aufgaben mit.<^üife ber Logarithmen. 

1. Senn eine Seite A unb bie btei SSintel befannt finb, ^t man 
nact^ (Slleic^ung (28) 

ry A . dn, ß 

Jtf = ; 

sin. a t 

U =s — ^ • 

m fei A = 3728, « = 49o, = 102o alfo y = 29«, fo finbet 
man B unb C burcb folgenbe SHec^nung: 

= 3,0714759 t 
4- %.«n./3 = 9,9904044 

13,5618803 
— %.m.a = 9,8777799 

%. ^ 3,6841004 

5 = 4831,7 

\og,A — 3^714759 
+ hg. sin, y = 11,6855712 

13.2570471 
=: 9,8777799 
(7 = 3,3792672 

C = 2394,7 

«^icr finb olE^ne Seitereft bie um 10 gu gtofen £«gatit|men t>ott ^.a, 
dn.ß unb angeioenbet morben, o^ne ba| tl CMnflttS auf ba0 [Re^ 
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fiiltat HHt, mit dn um 10 ju großer ^ogarü^me gu A iibbirt, bann 
abet au(l> »icbet ein um 10 g(oS(.( ^ogatitl^iite abgegpgen »»r« 
ben i% 

2. (Segeben ^roet Seiten nnb btt cingefc^loffene ffiinfel SRan 
fittbet ben Sinf et btt mti^un^ (30) 

^ B dn. y 

(S8 fei A = 3987, i? = 2164, y = 4lo. 

log.B = 3^2573 
H- %^.r = 9,8169429 
log. B . dn. y = 13,1522002 
— log. U — B,cos,y^ = 3.3718065 
hg.tang.ß = 9,7803937 
/} == 310 5' 39" 
hg.B r=r 3,3352573 
+ log,co8.y = 9,8777799 
log,B,co8.y = 3,2130372 
^ ■= 3987 
B.cos.y = 1633 
-4 — B.eo8.y = 2354. 

SÖie bcr ^ogatit^mc be^3 ßcfuiibcu iDorben ifl, bebarf feiner 

(Stlauterung; eben fo ift Hat, ba§ be( ^ier fte^enbe ^^ogant^me aon 
B,sm,y eigentlich um 10 |n gfof iß. 

IDie Slbbitton unferer Sßert^e öon ^ unb log.cos.y gtebt unö 
einen um 10 gu gtof en i^^oßaiit^men öon B . co«. y. Um B . cos. y felb(i 
}n finben, ift alfo bet butc^ $(bbition gefnnbene i^ogadt^me Don B.co8,y 
cffi um 10 §tt mKeinem, fog(eii|f geft^e^en ifl. ^ti gefunbene 
®ett^ »on wirb i>on -4 abgegogen, «m ben Söerti^ be0 S'len* 

nerd jn finben; gu biefem 2ßertl}e wirb ber Sogarit^me gefugt unb biefer 
i»om ^^pgarit^men bed^^^^^^^ (tbgegogen, fo finbet man log.tang.ß» Seil 
abet btt Sogatitl^me beg S&^Ie^^r 13,1522002, um 10 gn gtof ifl, fo 
ifl aiM^ ber fiiv ton^. ß gefunbene ffiert^ Don 10 ju grof , alfo gerabe 
fo, »ie er in ben 3^afeln ju fu(ben ifl. 

iDie fe^Unbe <$eite C Idnnte man na^ bei gomel C*=A^+B^ 
— 2AB eos.Y bevec^nen; weil biefe Sotmct aber gnm logaritl^mtf^en 
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44 Slnmenbung bcr tttgonometrtf4»en (Functionen 

®cbrou<^ fcfer unbequem ift, fo ift bejfev, erjt bcu Sin!cl /3 ^* 
fHmmett, unb bann C na«^ bet gomel 

O = * a 

stn, p 

}tt htit^imx. Loy. B sin. y ift fd;on bcfannt, cd ifi 

log, B sin. y — 13,1522002 

— log,9m.ß = 9;7180251 

fo^.C= 3,4391751 

Cr= 2749. 

3. begeben ^loei (Beiten .4 inib unb bet ^tnfel wüfl^tt bec 
etnen oon Reiben gcgentibecfle^t ^et @inud bc« SBinlet» « wirb qt* 
funbcn bur^ bie ^Ittii^ung 

A • «tfi. /3 

\ sm, tt = — ^ — • 

<S« fei ^ = '6m, B = 5394 unb ß ^ 82o. 

%.il= 3,5620540 
4- log.rin.ß = 9,9957528 

13,5578076 
•^log.B= 3,7310109 
log,mLa — 9,8258967 
a = 420 2' 45". 

i)er ^eiv^ii^^^w'^ 13,557 ... ift eic^cntlicb inn 10 511 grcS, ir>et( ber S^öfcl* 
i^ogatit^me ^ou ift; bataud fol^t nun mi^, baf bei für ^.a 

bere<l(nete Sogarit^me nm 10 )n gtog ifi, alfo gerabe fo gcfttnben mt* 
b«n, wie et in bcn 5tafetn 511 fu^en tft 

Sljft^bctn ber fßiufel bcied;uet «jorbcu ift, fann man leicht ben 
Fintel y finden, weil y = 180o — /3 — a, unfmm gaUc «gicbt 

y = 55057' 15". 
9lttn finbet man am f(f»ttefl{len C bet ^teit^ung 

^ A . sin. y 

sin. a 

hg,Ä= 3,5620548 
+ log.sin.y = 9,9183183 

13,4803731 

— locf.si7ua = 9,8258967 

log.C = 3,6544764 
C=r 4513. 
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4. ^t^thtn bie hei ©eiteiu SDlait finbet bie fe^(eiibeit SHtifcI 

4. C2 — ^2 

'^"'•«^ 2^75 

$)Uf< gormel ifl inbeg fel^r uttbeqitem {U logatit^mif«^« mec^niin^, matt 
latiit fle jcbo^ fc^t leicht <it ein« anberc »crwanbehi, »elclje 2inwcu* 
bun^ üoii Xlogaritbmeu rafd)er jitm 3iclc fül^rt. 
(Sd ift oben ((^eite Iii) gezeigt wojben, bag 

«w,2a = 1 — 2.(»n-a)^ 

batatid folßt 

toettit ntatt « faf 2 a fett, bataud folgt 

/'-•^ 1/ X« 1 — cos,a 
(«n.V2«)* = 2 , 

febt matt in biefen SÖejtb »o» (««. Vs fw« « f«ii«« »bifltn ffiert^, 
fo fotttttit , 

alfo 

9^a(b biefer gonncl ifi « Ictii^t but^^ logarit^ntif^c 9iti^^mu^ |tt 
finben. (5« fei ^ =s 76', B = 97* , C= 58', fo ift 
A + B^ 0= 115, ^ + C — i? = 37. 

hg. (^A + B — C) 2,OÜOt)978 
+ l<^. (il + C ~ ,ß) = 1,5682017 

d,6288995 

— %. 4 = 0,6020600 . 

3,0268ä95 

— log, B = 1,9867717 

1,0400678 

hg.C t= 1,7634280 

"0,2766398 — 1, 

bied bnr4 2 bi^ibirt, fo fotnmt 

hg.tdfKy^a = 0,G383199 — 1. 
3)ie|cu Sogarit^meu eut}>nc^t bei: ilafel^^ogantf^mc 9,6383199, unb gn 
biefm finbet man in ben tafeln ben iBinfel 
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46 SlniDentung ter trigonometrifd^en ^ncHonnt 

1/2« = 25« 46' 26", 

alf9 

tt =r 51032' 50". 

T>\t gomcln, mU^t man anwcnbet, um tU fcblcuben «Stütfe bcd 
^ceietfd Utt^im, mm imi ^eiUn unb bct cinQefi^toffene Fintel 
^ege^ftt ftttb, eigneit fE4 fteili^ nic^t fonbeHic^ für logattt^mifi^e 8iei|# 
nitttg; man l^at bedt^alb bie anbete nmgetoanbeCt^ welche 

tiefem ßmdc cniMj paffenber flnb; ba jeboc^ bie uirii^ciuauUlten gor^ 
mein feinen g(o§eu ^oit^eil gewärmt, fo moUeti rou ^iefe Umtoanb« 
tungen l^iec ganj Aberge^en. 
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^pffaviii^t Trigonometrie. 
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Einleitung. 



®iu turd) bret A^inti'ii i^clMltctce füi:pcvlid>e(5 (§cf ift ein fpl)ärifd)cö t24 
X^Tciecf. gig. 22 ftcllt ein foldH'ö fpbävifdKiS 2)rcie(f tav, iiH'ld)e*5 biird) 




B 

bic biei in O jiifammciitreffcubcu Äantcu A(f, unb />V>' rt'^'^^^^^'''* 
wirb. 3n jebcv ^«iite cinc^ fpbärifd'cn ^rcicc!»3 fd)Jieibcu fid) jwci 
(Ebenen, ^cx SUMiifcI bcr bcibcu in A(f fut fd>ncibcnbni (5-bfncn AOC 
«nb AOJ^, bic in bcr g^l^^ '"i^ ^ ""^ bcjcidnict fmb, fei mit 

dUütlfr, cfcciic fvhävn'du' Avijji'iUMiictrif. 4 
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(Einleitung. 



b« SBinfd ber in ber Mawit UC fid? id ucibcubeu (Sbcucu 1 uub 2 mit 
c, unb ber ff&infel ettbl^ bet in Oi^ fi^netbenben Ebenen 1 unb S 
mit b be^eic^net. liefen bret Sinfeln a, b unb c wollen mit ben ge« 
mciufil)afi!i*cii 9iameu J^Int^enminf e( geben. 

^u$et t>tc)cu tret rsificfeemvinfeln b unb c fommen abei: an einem 
fl^i^Aeifi^en ^ecicd no4^ brei anbete Doe, ndmli«^ biejenigen, meUt^e ie 
gmei Itanten mit einanbee ma<|en. ^iefe biet l^antentttnfel finb BOC, 
Joe' uub UOA, föd fei 

SBittfel BOC ^ a, 

» AOC = 

. AGB = y, 

fo alfo, I:ajj jcbcr itanteuwinfel mit bemjeuigeu i]ricd>ifc^en 33u6f^abcn 
be^ei(^net ift, iveld)e( bem lateiuifcben ^uc^ftabcu beä gegenüberfte^euben 
gld^entointetö entfprict^t. 

4Sd ifi bie fInfgaBe bee f|)^&Yif4»en Sttigonometeie bie 
liebungen aufgufuc^en, »el(bc gwifc^en ben btei J(anteniD{n>« 
fein unb ben brei Sladjenannf ein BeüelKU, unb mit ^nlfc 
biefee dielationen, wenn brei ^eftimmungöftucfe eined fp^diii» 
f^en ^teieifd gegeben finb, bie btei Äbtigen but^^ dtei^nung 
ju fittben. 

©cau>bnl{d) i]cl)t iiiau ui(bt »on ber eben aiu^ci^ ebenen, fonbern öon 
folgeuber ^inic^auungdroeife bcö )>i?äriid)en 5)reic(fd anö. 

5Denit man (i<|^ auf iebet bet brei (S:benen, »e(4^ bad (ötpet(i(^e 
(S(f bilben, um bie ^^\^t 0 ald ^itte(|>ttn(t mit glet^em Stabine 
Äreiöbcgcn ges^ogen, fp fmb biefc ^frciöbogen AB, BC \\\\^ CA offene 
bat ben ^iautemotufeht « unb ß proijottional; ober mit anbeieu 
Sotten: bet ^ogen AB mi$t ben Fintel y, bet iiSogen AC ben 
SinTet bet Sogen BC ben lEßinM a, 3)iefe btei )8ogen ^ei§en 
Letten beiJ fp^ätifcben £iciccfö. (^d ift lcid)i ciujiifchn!, ba§ biefc 
(öeiteu im äßefentlic^eu uic^rö anbetet fmb als bie ^antcuujiufel. 

SDenft man fi(^ bad fdt|>etli^e (Sd fo in eine ^uget geflecft, bag 
bie ©pii^e 0 in ben !D{itte(|punfi gn liegen fommt^ fo fi^neiben bie btei 
(Sbenen 1, 2 unb 3 bic Äußeloberflot^e in ben ^ogen JjB, öC7 unb 
CA\ biefe brei ^Sogen bilben ein auf ber Äugelobcrftdc^jc liegeubeö 2)tei^ 
ed, ba^er bet D^lame: f|)Heif4^e ^tigonomettie. 

9ei ben folgenben (5ntmi<te(ttngen wollen mit tebo^ oon bet etfle« 
ten Settac^tungdweife bc« fp^drifc^en ^teied^ atö eined bteifauttgeu 
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HfpttM^n <S<f$ andgel^en, beffcn m^tnä^M aber ber ^üx^c wegen bie 
glac^cmüinfti b, c mit 5Öinfel, bie ^autenminfel «, ß, y ©eiten 
bed fppdft^en ^reiecfd nennen. 

Sot^Oun^en HxptxM^tx SSer^aftniffe ^n ergeben, fo |lnb Mefem Sef^ 
<^en bte9iefee ber ^yiguren 23 unb 24 bcic^egeben, mlä^t jut ©ntwlrfclnng 
ber ©rMnbformeln ber fpbarijdpcn Trigonometrie bienen. 2)iefe 9ie^e 
finb auf ctmad ^drtered $apkr aufgu^iel^en unb na<(btm bie @)?&n}« 
littien t^ollf^ftnbto burc^^^efcbnitttn finb, bie audge^ogenett i^ittien (nic^t 
bie puuUiitcn), rocldje tm^'linnern bergtgnr licqen, fo n?eit eitt^ufcbiietbcu, 
ba§ Mngd ber etn^efd^mtrcnen Tanten ein let(^te^ Umbiegen möglid) ift. 
SSte bann mit ben fo |»&pati(Un 9Ul^n bie in gi^. 2d unb gig. 24 
bargefleflten iSöT^et »ottenbet »evbeni bebarf wof^i (einer »eiieven <5r' 
iäutcnuig. 

gür ben Unterricht ift ^wectmd^ig folc^e !Dtt)beUe in mit gtd^ 
(etem SKaafflabe and $at)))enbe(tel unb @(ad ^riu^etten. 



4* 
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25 Entwickelung der Grundformeln. Scjcic^nct mon auf bcr 
einen Äante eineö breifantigen förperlidjen ©cfö einen 5)Junft A, gig. 23, 

Sig. 23. 




fü bag AO ber ßcingeneinbeit gleich ift, fallt man alöbann bie ^ctpau 
bifcl AB unb -IC auf bie beibcn anbeven Tanten, fo ift 



AB 


= sin. y 


OB 


z= cos.y 


AC 


— sin. (3 


oc 


= cos.ß 



ba ja ber 3Binfel AGB mit j^, unb ber ^Binfel AOC mit ß bcscic^nei 
worben ijl. 
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3ic^t man »ou B cnid in ber (Sbcnc 1 eine ^inic BL, welche auf 
bei ^ante OB u^twinUli^ fle^t, fo ift tut mnUl, ben bte Linien BA 
iinb mit eittanbet ma^en^ au($ bet Sinfel bei: beiben in ber 
JJante fic^ [(^neibetiben (Sbencn 1 imb 3, ber oben mit b be§et^net 

würbe. (5bcufo tft .1^7. ber oben mit c 6ejeiri>netc SiJiufcl ber bcibcn 
in ber SianU OC fw^ fd?netbcubcu ©bcnen 1 uub 2, »enn Ci, in bei 
(Sbene 1 (ie(|enb, ouf OC ni^tminfelig fielet. 

Segt man eine @6ene buT<l^ BA nnb BL, eine zweite (Sbene btir«^ 

C^l unb CL, fo iDcvbcn ftcf? bte Reiben (Ebenen in einer ^iiiic AL 
ff^nctbcn, bic a\i\ bcv (Sbcnc 1 rccl^tiuinfeli^ \ui)t. 2)arauö folgt bann, 
ba$ bte 5Dreie(fe ^^X> unb (7^1 X n<(itminfelig |inb. ^Demnac^ ifl aber 

AL z=: B A 9m.h 
itnb, wenn mau für J> A feinen 'll'crtb dn.y fcbt, 

— b sin. y (2) 

Slbet ebenfo ecgiebt flc^ and bem rec^tminleUgen ^reiei! CAL 

AL = AC «w.c 

über 

AL =z sin, ß mi.c (3) 

@e(^t man bie beiben tBert^e mi AL in (2) unb (3) glet(|^, fo tommt 
sin. b ^n. = ain, c • . 

unb baraitd 

ffin. h : sin. c = mi. ß : y (4^ ) 

ober in iSQi^otien: ^n iebem f|>^&¥ifd^en ^teiecf oec^aiten fi(^ bie 
<Stnud bei leiten mie bie @inud bei gegenfibei^el^enben 
^infet 

2öte f(^on oben ((»Jleidjung 1; ertinibnt mürbe, ift OC — cos.ß. 
gdüt man nun oon B ein ^erpenbifei i^iU auf OC, fo witb baburcf^ 
in jmei Streite OM nnh MC flet^eitt, e« ifl alfo 

dlun aber ift 

0^ =3= Oß.cos,a = co^. . CO«. (X 

unb 

MC ^ NL ^ BL.sin,«, 
benn ber Jöiufel Li^A i]t i]Uicl) «, weil jeber ^enfet bejfelben BN 
unb i^X auf einem 8i^enM bee Einfeld a lecbtmtntelig fte^t. ^2Lui 
bem rec^tminteligen ^leted ABL abei folgt 

BL = AB ,co8,h = sin,y ,co$,h (5) 
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T>a^ ^o(art)retecf. 



MC = sin.y .siv. a .coff.h. 
(Sefet mau in obigen 2Öcrt^ »on co.«f. /3 bic eben gefunbenen SCÖertbe 
»on unb MC, fo fommt 

/3 = COS. a . COS. y -f- a . sin. y . cos. b . . . . (6 ) 
$)iefer ©leic^ung analog tfl aud) 

COS. y = « . CO*. /3 -J- -w?. a . ^m. /3 . cos. c ^ 
COS. a = cos. ß . COS. y -f" ß • ^ • ^os. ' 
n)el(^ed bic gwcitc ©runbformel ber fp^cirifc^en ^Irtgonometric ift 

^md) 5S(n»cnbung ber beiben ©runbformcln (4) unb (6) fann man 
afle Slufgabcn ber fp^artf(^en ^Trigonometrie löfen, wenn mau no(^ bie 
(Sigenfc^aften beö ^olarbreiccfd ju JE)ülfe nimmt, bie im folgenben 
ragraptjcn eutroicfelt werben fodeu. 

26 Das Polardreieck, ^egt mau burdj irgeub einen ^Junft/1, 5ig.24, 
ber einen ^ante bed fp^arif^en ^rciecfd eine ©beue I, meiere re^twin* 

5ig. 24. 



A 




B 



feiig auf AO iie^t, legt man ferner eine jiueitc @bene II bur^ B xtd)U 
winfclig auf BO, fo werben flc^ bie beiben Ebenen I unb II in einer 
,^aute HE (wegen ÜJiangel an 9^aum fe^lt E in ber ^ignr) fc|)neibcn, 
bie auf ber ^bene 3 perpcubifular fte^t. 

^egt mau eine britte @bene III recfetwinfelig auf OC, fo wirb biefc 
mit II fld^ in ber Äaute LE, mit I in ber ^antc FE f^neibcn. LE 
ftebt perpenbifulÄr auf ber ©bene I, FE auf II. 5:ie brei Tanten IIE, 
LE unb FE bilbeu ein neued fplidrifcbed J)reie(f, beffen Spifee in E 
ift. 2)ie Äanten^ unb 5?lac|)cnwinfel bicfe^ neuen fp^ärif(^en X)rciecfd, 
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tcclc^ed $o(aibretecf pbec (Somplementacbceiccf ^et^en mag, bieten 
fel^t wift^Hge ^eiie^uitgen in Untn bed ttcf|>ctingli(tien bar. 
^antetitotnfel bed* neuen f|)^fif4en ^reicifd iinb 

HEL =r 

AHB = 
AFC = V 

CLB = a' 

ttttb imat ift ber Sintet ber i&beuen 1 unb II« V bet Sinfel bet 
ebenen I nnb m, unb a' bvt SBinlet ber (Sbcnen n unb m. 

9etra(i^ten mit ba<» SSiered EELB, fo ftnben {n bemfetBen 

5ii>ei rechte SBiitfeT, einen bei unb einen bei iZ". ^Der SQÖinfel bei -E^ 
ift ber mit bezeichnete, ber bei B ber mit b bezeichnete, bie oiet 
^infel eined S8iere(f d {ufammen )>ier Siechte betragen, ba ferner bieSBinfet 
bei II unb bet bei L gufammengenontnten jmei fflt^U behagen, fo 

luüijeu bie 5ffiinfel b unb ß' ^ufanimen auch j^Dei ^Rt^it fein, cd ift alfo 

ß' = 1800 — b. 

abenfo ergiebi fi^ au« ben ^ieretten HAEF unb FELO 

a* = 180» — a 

/ = 1800 _ c, 

ober in Sorten: i£)ie ftantenminlel bed $olarbreie(td ftnb bie 
Gomplemente ber entfpre^enben gt&d^enminfel befl urfiprüng^^ 

liehen fpbdrifdun 5Drciectö. 

3n bem ^öierecf AOBH finb jnjei rechte äiiinfel, einer bet A unb 
einer bei mitl^in muffen bte beiben anberen Sinlet biefed ^edd, 
y nnb c', gufanimengenommeu auilf |wei Siebte nta^en; ed ifi alfo 

C* = 1800 — y . 

ebenfo folgt aud bet Betrachtung ber Sßieregp AOCF nnh BOCL 

V = 1800 ^ ß 
a' = 1800 — a, 

ober in Sorten: I)ie gTÄihcnwinfel b', c' bc6 ^olarbreietfd 
finb bie (Som|>Umeute ber entf)»reihettbeu ^antentoinfel (<Sei« 
ten) a, y be« urfprüngli^en. , 
Sind ben eben angefithrten SHeMonen fotgt unmittelbar: 
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sin. a 


mn, h' 




sin.ß 


sin,cf 


= 


sm,y 


cos, a' 




— eo8,a 


COS. b' 





— cos.ß 


COS. c' 




— cos.y 


* J 

SWt OL 


= 


sin. a 






sm. b 


8m.y* 






cos» cc' 




— eos,& 


eo8. ß* 




— cos.h 


cos. y' 




COS. c 



(8) 



7 Berechnung der fehlenden Stücke sphärischer Dreiecke. 
3öeuu hui (Jlcmeute ciucd fp^anfri^cu ^Dreiecfi^ befauut fiuD, fattn 
man mit «^älfe bet ölen enttDideltcn <Sttunbf&te bie fe^tenben ^iMt 
hm^ntn. £Die GCGebenen <Stüife fdtinen nun fein: 

1. 2)ic brei Seiten t .Kaiitcuiüinfcr). 

2. 5£)tc brei gläc^cumiufel. 

3. 3i9ei i^eitcn utib bec einf^eft^loffene Stft<l^en»in{d. 

4. (Sitte ®eite uftb bie Mbtn atttic^ettbeit €ßiitM. 

5. Seiten Hub bcr bet einen ijcgcnübcrfte^cnbe gläcbeunjiufcl. 
(). (kitxt ^tiitf ein auUegetibet unb ein Qegenübetfte^enbet gldc^eiu 

toittfet. 

Sit lüoKctt {((^t it%i: ittttevfit^ett, wie in jebem biefer fec^^rgdOe 

bie fe^tenbcii Stücfe fuc^cn flnb. 

ßrfier gall. begeben bie brei «Seiten a, ß unb y. 

^itt .finb bie btei Sid<|^>in>in{el b unb c gn fu<^eu. Slud ber 
iweiien @lrunbfome(, ^Hei^nng (6), etgiebt fi^ 

, C08.^ — coü. a . COS. y 
cos.h = ^. (9) 

siii. a . mt. y 

$)iefe gormcl muß aber unu^cfürmt ivcrbeu, mcmi fie fid^ füi Ipga* 
titl^mif#e Stett^nunQ eignen foQ. ijl befanntii«^ 
<jo».b =s 1 — 2 . (w?. 1/2 b)«, 

Atfo 

2 (.vt/?. b)2 = 1 — CO.V. 
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Serc(Jmutt9 ^«t fejlenben ^tücfe f^Jiaii)4iei Diticcte, 57 
unb wenn mau für cos.b fceu iüert^ bei (9) fc^t, 

(mm, V« l>)2 - V« ( 1 • — ^ ) 

obcY 

(«». Vab)^ = ^-^^-^^ : =^ • 

2)a aber co8,a.co«.y + ä^/i. a. n». y = cos, (a — y), fo ift au0 

(^v.b)»= '"-^'->;>-7-^ (10) 

■ ^er Sabler blefe# ^lu^ ent^fitt He ^fferenj groeier ^ofltiii«. 

Tiefe ^Differenj mu§ aber in ein ^^Uotuci umgciuaut^elt luetbeu, wad ff>U 

geubeima^en gefc^ie^t. @d ift befauntUc^ 

<?o». -4" = eo8,x,co8.tf — sm,x»8in*y 
OOS, (w — y) ^ eo8.x,co8,y •-f-* am^at^sin.y* 

3ic^i man bie obere @lei(^ung »ort bet onbeiett ab, fo fommt 

COS. (x — y) — COS. (v y) z=z 2 .sin. .V . mt.y . (11) 

SilP ^aben alfo §ie( tint ^Ui^un^, in welct^ec btc ^Dtffcroii jioeicv 
€of{mtd biiti^ baft $robttct %mitt Sintis aud^ebtfiift ®oQ biefe 

gonuel auf unfern gatt angewenbet werben, fo f)at man x unb y mit 
fo beftimmeit, baS 

^ — = « — y 
wtYb. 9(u4 biefen beiben ©Uic^nnocn er(){ebt 

= \/2 (i^ + « - 
i/ = V-i + r — «); 

fubftitttiTt man biefe Sett^e ftatt « unb t/ in (^{etc^ung (11), fo fommt 
C08, (« — y) — eoB, ß — 2. ««. 72 (/^ + — V) V« 4" y — «)> 

fubfHtwirt man tnWä) biefen Sert^ üon cos. (u — y) — cos. ß in 
(i)lcid;uuä (10); fo fommt 

(rin. ■/.!,)« ^ V« + « - V, + y - «) , 

m\^i eine fült Ic^atU^mif^ dle^nung geeignete gomel ifl. 
tiefer gotmel analog l^at man auc^ 

8m,ß,fnmy l 

- 'A (y + - «) (y + « - /?)( ■ 

Alf. p . JtH). (K y 
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58 Serec^nun^ ber fe{>Ient>en (BtMe fv>{)äiif4>ti Dreiecfe. . 

(§d fei « = 60% /i =r 1040, y = 62^ fo 

V, + « - y) = 610 

V» OJ + y - «) = 43« 
%.«m.Mo — 9,9418193 

19,7756026 

— %.«wi.80o = 9,9983515 

"1)77822511 

- %.««.62ö = 9,9459349 

log. (sin. »/2 b)2 = 1,8363162 

log.mu^l^h — 1,9181581 
V,b = 550 55' 7,4" 
b = III« SO* 14,8". 
^bcufo ift auc^ a uiii) c berechnen. 

ßtocitet gafL tS^cgeBcn bic btet gtft^eniDinfcl a, b, a gc« 
fttijt bic brei leiten «, ß, y. 

3ui ^öfitnß biefcr ?ütf<jabc muj man ba^ ^otarbrcicd %\\ ^ftlfe 
ttcl^men. ®tatt /3 beftimmcn, fuc^t man nut ben S^äc^timintel 
bed $oIaTbteie((d ttac^ %\^^XiX^ (9); man finbet 

cmM = — - . , . — - — — • 

m\. a . sm. y' 

IDa abec bie SBinfcl a', , / (§om|»Umetitc bct gegebenen ®infel 
a, b, c finb, fo fann man ow.«' mit — c(w.a, co»./)' mit — eo9.\ 

uub C05. / mit — COS. c, unb ferner noc^ bie ©inu3 \)oii unb / mit 
ben 8iuud »Oll a uub c »cvtaii|d>en (©Icic^ung 8), uub fo erhalt man 

. , C09, b + (m, a . c<w, c 

COS. IV = H ; • 

«171. a . All« c 

i|l abet ant^ cö^.V = — co<?./3, folglitj 

_ COS, b -4- cry.s\ a . cos. c ^ 
CO«, ß = r r (13) 

IDtefc Sotmel ifk gtrabc fo mie bie oben fßv co«.b gefunbene |ttm 

8e^uf Iogarit^mif(|^er 9l{e(^nunfl umzuformen, 
^eil 

2.(«». V«/')^ = 1 — co»./J, 

fo |at man au^ 
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Ä ^ . . / /»V« 1 COS. b + (?o^. a . cos, c 
2(«n.VsP)'=A ■ ' 

• , , j o a • «II. c — €08» a . eoss c — cos. b 
' M».a*Mn*c 

2(^.1/.^)» = -^^"^'=^-*^ .'. . . (14) 

^ic ©ttmnic ba beibeti <So|litud im Bebtet ifl noit^ in ein $vobuct 
{u »emanbeltt. Slbbiit man ble beibat ^leii^itttgeit 

COS. {x -|- 1/) =: eo8,ät.€09.y — sin. x. sin. y 
COS. {x — y) = COS. X. COS. y -j- sin. x .sin. y, 

fp tommt 

CO*. + y) *-h (/^ — y) ^ ^eos,x,caa,y. 
<BoU nun x |- i/ = a -|- c unb a? — ?/ = b fein, fo muS 

« = \ 2 (a -f b f c) 
y = Va (a + c — b) 
gefebt toerben; fubjlituitt man biefe Sevt^e ^tn x nnb y in bie ootige 
<SI(ei(^itng, fo fomntt 

C05. (a -|- c ) -!- co^. b — 2 . ms. 1/2 (a -)- b -|- c) co.?. 1 f a -f- c — b), 
luib wenn mau biejeu Serib fu( bie <^umme bec beiben (Sofinud in 
^(eic^une (U) fe^i, 

I/, ^ _ ca..Va(a + b + c)oo..V. (a + c ^ b) ^ 

'T^ic 2luöfü^tuufl bcr loi]aiit(imif(^eu Diec^nuug ift bei ^ercdjuuug 
naib <9(ei(buuQ (Id) fo d^niitb, ba$ fle loobi (einer weiteren Siudein« 
anberfebnng bebarf. gfir bie IBefümmnngen ber SBinfel a nnb y (at 

luau analog ber ©letc^ung (15) bte ©letc^uugcu 

(«w. V «)« = CO'''» V2 (a + b 4- c) cog. V2 (b -i- c — a) \ , 

/tin. b . J^n. c ( 

. , , . COS. »/., (a + b H- c) coi». V« (a + b — c)( * * ^^^^ 

sfun, a . D / 

dritter Sali, begeben \XQt\ (Seiten (etma a unb uub 
bet eingefcbioffene gIA(benmin(e( (b). iSd fann bi^r gefragt »er«« 
bf n 1. na^ bem brüten K(inten»infet (ber brüten ®eite) nnb 2. natb 

ben fcfticnben 2i:nufclu a uiib c. fiub alfo jwei (|efouberte 
Aufgaben ^u Ufeu. 

1. Senn bie€eite ^ 0efn(bi if^» fo fiiebt (g^ieicbung (6) unmittelbar 
eos*^ — eos.u^cos.y -|- msua.msk.y ,cos.\^. 
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60 Sercc^nung t>er fc{|tent>en (Binde f^j{>ärif(^cr ©reiectc^ 

fei « = 6^0, y = 510, b = 820, tj-j t?{c 9icc^nun9 

folgende: 

log, cos, = 9,6418420 %..vm.64o = 9,9536602 

log. cos, 51« = 9,7^>88718 Ipg. sin. 51o == 9,8905026 

T,4407138 %.<Jc»ff.82« = 9,1435553 

2,9877181 

CO«. 640, cos.bVi = 0,2758759 
ÄW.640, «W.510 co«.82o = 0,0972116 

co.^.ß z= 0,3750875 
/3 = 680 5' 88". 

(§ö »üb ivü^l JUir fein, warum man nac^ ^Ibbitton üüu co.^. 64*^ 
unb log. C09, 5lo ni^t bie unmittrlbac erhaltene ^eitttiiffer 19, fonbent 
T, itnb waTtttit man bei bei: folgenben SlbbiHott nit^t bie mmiütlhca 
erhaltene ^cmijiffer 28, fonberit 2" genommen l^atl ((Sbene Jlrigonomc* 
trie 22.) 

fEUan fle^t mo^l <md biefee Slitdftt^ntng bev fSit^nvin^f bag biefe 
gotmel fßt bie STttwenbnng- ber ^ogaritljmen ni(^t fonberTi^ bequem ifJ. 

S^a(^ fiebenmaligem i'iiifitbUiijcu erftatt mau cw.v. /l .<pat mau rani lafclu, 
ml^t bie ^inud unb (Sofiuud felbft ihui ^Hhnute $u ^D^iuute entl^aUen, 
fo i|l bie SÜec^nung nad^ achtmaligem $luffc^(agen fettig/ ^ai man iebo^ 
fotci^e 3!afeln ni(bt, fo mnS man ju bem (^cfunbenen SEBertl^ i^on <?o»./J 
etjl noit bcu \Jü(^aritl>mcu, uub in cicfciu ci|i bcu iliUnfcI auffuiteu; 
mau fümmt alfo erft nad) neunmaligem IHuffc^lagen ^um 3i^^ 
^leict^ung (6) ld§t (i(|h it^9^ umformen. 8e^t man co8.y tang. y (iatt 
sirny, fo lommt 

COS. ß = co.f. a . cos, y -\~ süt. a . cos. y . fang, y . cos. b 
cos.ß = tw. y (c"6»5. a -j- sm,a.tung,y.cos.h)f 

feftt man nun 

tang. q = co«. b . fang, y (16) 

Jo fommt 

cos.ß = cw. y {cos.a »in. a . tang. q) 

CO«, p = — (co8. a . cos, Q -{- sm. a , mu g) 
^ cos.Q ^ ^ • ^ 

cos.ß =z — ^ COS. (a — p) (17) 

cos* Q 

^ot mau mit .&n(fe ^on ®(ei<|hnng (17) beu Sert^ beö ^tUf^minfeld ^ 
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gefunbcii; fo flnbet mm ß Ui^t ©Icic^ung (16). 9ltf^mtn wit bod 
oten ®Ui^\\n% (ß) berechnete 33eift>iel. (§ö fn aifo a = 64o, 
y=:51ö, b = 820. 

log,co8,h — 9,1435553 
log.iang.y = 10,0916308 

/ory. /an^. = 9,2351861 
^ = 9045' 6,6'' 
a — ^ = 54« 14' 53,4" 
log, cos. y =: 9,7988718 
log. cos, Q — b,l)i)oG789 

1,8051929 

+ %. CO«. (« — 9) = 9,7666179 
hg,cos.ß = 9,5718108 
/J = 680 5' 38". 

^iev ift bie fftifgnbe ttad^ fiebenmali^ent Sluffc^tagen getdft 

$)ic gomeln (16) uut (17) la(feu fidj aud^ uiuiüttclbar aucJ ber 
Sctia^tuuQ ber gigur ableiten. SJlan benfe ftdJ in gtg. 23, ©eite 52, 
eilte i^itiic »on Z na^ 0 gegogen, fo lottb bet äBinfet « in ^wei X^eile 

«ig. 25. 




CÖL wtb get^tili. Um itf^bt biitilb bie pcrfpecttöifcbc 3et(^ nnn^ 

bct ^tq. 23 mib bie in ber >^tt]nr cntf^attenen ni(^t ju tiefer 53ctvatbtung 
öe^örigcn iginien irre s« ni«*cn, feien iu gig. 25 bie ©bcne 1 mit bcn 
|it biefei: 8etraii^hing ge^ötigen Linien iini»etfut}t batge^elli. 
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^ie Suc^fla^n 0, C, B tinb Zr bejdc^tteti itt gig. 23 unb in 

gi^. 25 biefclBcn fünfte. 5)er ^Jl^tufd COB, ^25, i|t bet blöket 
ftm mit « k§ei4>uete. ©estidutet man nun fccn äöinfel BOL mit ^, 
f0 ifik leidet bie ^n(((nte be« Sinfetö q |tt bepiwmcn, benn cd ift 

BL 

tan9.Q = 

9litn «bei ift ^ Z = «in. y . cw. b (^Uit^^jittfl 5) wnb B0 = co8,y 
C^leic^ung 1), alfo 

3ft mui Q befamit, fo finbet man leidet OL al^ J^^^potenufe bed 
t(4^t)oinUUgen ^me(td OBL, bcnn iji 

co^'Y 

CM. ^ ca«. ^ 

Um ober cnb!t(^ ober ben SBÖert^ »on co^. /3 jii flnbcn, ^at 
man niu bie ^^putenufe OZ mit bem ^oftnud bee Einfeld ZOC, 
melc^cv « — Q i% in mutti^liciun. 9Ran ^at alfo 

= OL.eoB, (« * — ^) 

CO«.p = CO«. (« — p). 

3P einmal /3 bmcbnet, fuib alfo bie bret Seiten ß unb }^ bc* 
fannt, fo tanit matt bie nod^ fel^lenbcn Stnicl a unb c bed bntten 
gatted (ei(^t butcb ^nweitbun^ ber Hornel (12) finben; allein U 

fw^ auc^ eine fiut)cu, um a luib c biicct beved)uen. 

Um c ju berecbiieti, mug man offenbar eine (^leict^ung ^aben, in 
n)el(!bet bie betann^en i^idfen 9^ unb b nebfl c «orfoutmen. ^etne 
ber ®tttnb0lei(!^nngen letflet biefcf S^^^^itO ^nftge. Um eine iSttU 
dnnu} eil^atten, welche b unb c enthalt, t>erbinbe man bie erfle bcr 
(ä)iei4^un9en (6) mit bet ^ivciteu^ tu bem man ben ^ect§ von cos. ß auS 
bet etften in bie gweite febt; cd (ommt aUbann 
eo8. y — (jßos, eoa,y'\-'mL a cos* a . dn* y eas. b -|- dn* a . sm, ß . eos. c. 

8eßt man nun für (cos. ay' feinen 2Öertt) 1 — (nn. fo l^cbt co«. y 
auf beiben (Reiten, atted Uebrige lä|t fu^ burd^ ben gemeinf(^aftli€|»cn 
gaciot dn.tt bioibiveiti unb man er^&lt fo bie ®Uifl^m^ 

sin. ec . eos, y = cos. a . «Vi. y cos» h -|- sin. ß cos. c. 

^iefe (^Uic^uug enthält aber nocf^ bie unbef aunte ^ri^^e s^ln.ß\ cd ift 
abet tta<l^ (S^lcicbung (4) 
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Seretj^nung Ut fe^Ienibcn @Miife f))^ärif(^er Z)rete(te« 63 

. . «wi. y . «tn. b 
««.p = ; 

fcfct man tiefen $Bert^ in \>U öotige ^Icicj^uug, t'iüioirt man aldbann 
mit 9in.y, fo {ommt 

sm, a . eotang. y = oob* a . eas, b -|- «m* b cotang, c 

obet 

^ — V = C0a.tt,C08»D + Mit. D.cotofMT.c; 

tang.y co8,d ' ^ 

fc(^t man nun 

fang, y . co«.b = tavg. q (18) 

fo wirb biefe ©Icicbuug 

sin. a . cos.h , , . , 

— _ ^ ^ 1^ I Ii ^ cofoiwff. c 

tang,Q ' ^ 

itnb barand 

cotang. c = cotang, b ( — ca*. a 1 

cotang, c = • — : (sin* a co9. Q — ea8. a . «w. g) 

tang, c = -: — 7-* r ««. p (19) 

' sm, (« — p) ^ ^ 

^at man na<^ gotmel (18) ben il^intcl p gefunben, fo 0icbt (§>lci(|^ung 
(19) ben S)inlel c ^ie fCudfA^vung bcf atei^nnng beir oben (9. 26) 
gemachten fo ö^nli^, baf fle »o^C feine* befonberen öetfpielä bebarf. 

3ui: fSmä)nm^ be0 ^inUU a ^at man analog bie @teic|)uugen 
(18) nnb (19) 

fang, h 

""'3-^ = iung.(r-^)'"'-«i (20) 

tang. q — taug, a . cos. b ' 

3)ie gomeln (18) nnb (19) l^äiien no<^ tocit leiertet unmittelbar 
au* bev gignc eniwideft »erben fünnen. SHan (inbet bie 3!angente bed 
mwltli c (2Bin!et XC^, gig. 23), inbem man -4Zr burc^ LG 
büt, alfo 

AL 

tang.c = 

ift abei na(^ @lci(^ung (3) ÄL = sin.y .sm,h. (Sd ift ferner 
LC = OL, sin. (« — p), wenn q biefelbc '^ebeutun^ »ic in %, 26 
bel^ait. ' « 
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^ur OL laj>t jitp fub|uaareii eCct , alfo 

j ^ sin, y ^eos, b . dn, ja — g) 

mt) eublic^, mm man fuc AL uub LC if^ce Sectl^e feftt, 

. I *fm. y . cos, b . wi. (a — p) 

tonn, c = Mti, y . .nn. b . = ; ^ 

' sm,(f 

ober 

fll/H/. 1) 

/an^.c = «n. p. 

A'/y/. (« — o) 

äur aere^^nuttg bed ^älf^iointeld p ^at matt i»ie oben 26 bte 

frtm/. p = cos, b . /a/it/. y. 
53tcrtcr gall. @cgebeu eine ©cite (etwa y) unb bie bci^ 
bell anliegettben Fintel (a unb b). ^ic fcl^lenbm- ©tüdc (inb bie 
beibett ^tett « itnb ß ttnb bec beitte Sittfel c. 3)iefe fe^Iettbeit (Stätfe 
fittbett wir bitr«^ 3tt}te^ung bed ^:|^o1arbreted#; bur«^ y, a tinb b flnb 
bie @tö§en f^, «' unb ß' befaunt. 2)cr (i^leic^ung (IG) uub (17; gang 
analog ^at man aber 

tang. ff/ = cos, c'. tang, ß* 

ttnb 

dlun aber Idjt ft* ivcgcu ber (Si9cnf(taften be0 ^olarbreietfö co.v. y* 
mit — ö(>«.c, 009. mit — cos.h, eos,o* mit — co«. y, tätig, ß' mit 
— ton^.b, a' mit 180^> — a i»ertaufcben, wnb fo erl^cltt man 

cos, c — ^ (löO® — a — if) 

cos, ^ 

ober 

cos, b 

CO*, c ^ — . — . cos, (a I ip ) 
cos,ttf . ^ ' 

unb 

tang, if = cos. y . /tm^. b. 

Sßift man bad negatioe äti^m im ^ertl^ t»on co«.c t)etmeiben, fo 
fete man nnr 90« — qp ftatt if, fo ^at man 

cotang. (p — co«. y , tang, h \ 

c..b . ^ ! (^1) 

OOS, c = -: — . sm, (a — 

8m,<p • ^ ' 
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5^urd) Hefe ©letc^ungcu i|l ber btitte Sßinfel bcfrimmt. ^et)cn mir 
nun jnc ^uffuc^ung einer gomel üi^ei:, mit ^ülfe ^eien bie fel^lenben 
leiten bere(|>ttet werben fdnnett. > 

ffienbeit wit ikiSltti^mq (20) auf bod ^olarbreieif an, fo man 

, tanq,& . , 

fang. Bf = — 757^ — mn.if 

^ am. (ß' — ^) 

to?2^. — COS. C . /füj^. er', 

inbem man in ben[elbeu b mit c unb y mit ß miauf^ unb bann 
fmmatifirt $evtanf(^t man nun in biefen ^ei^nn^en, mit man e9 
»egen bet (Srigenff^ften be9 ^otavbteietfd H^nn fann, iainff,af mit 

— fan^. tang. c' mit — tang. y, ß mit I8O0 — b, cos. c' mit — cos. 0, 
\f> fommt 

/ancr. y 

— tang.a = ; — TT^a" L sin.i^ 

y sm, (1800 — b — 

ober 

^ «wi. (b + ^) f 
nnb i 
tang. if ^ co9* y . ton^. a / 

^efen ^otmetn analog ^ot man gnr ^eflimmnng bet €eite ß 

tang.i\> = cos.y Jang,h \ 

- /ancf. y . J (28) 

fünfter %M. (Segeben {wei Letten {ß nnb >') nnb ber 

bcr ctneu gec^enübetfte^enbe ffiinfcl (b). ^\tx fonn gefragt 
»erben 1. bcm bet anbereu ©ette gcf^cnüberlicgenben SBinfel c, 
2. nacb ber britten @eite a, nnb 3. na(^ bem eingefc^Ioffenen ^infel a. 
Um bie erfle grage su beantmorten^ ^at man bie €)IH(|ilng 

tooiaud folgt 

sin.y . , 

3nr Serec^nnng . ber @eite a fann man unmittelbar bie ^Keic^nn^i 
^en (16) nnb (17) anmenben. ^(eit^nng (17) giebt 

eos. ß . cos, Q ^j.^ 

COS. (a — 0) = ' — (24) 

^ COS. y 

IDer J^üifdtointel q aber burcb bie 4§^Ui(bung 
tang.f^ = co».b./aii<^.^ 
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66 Sete^nung toer fe^ltvlttn f))f»£tif<^ SDreiedte« 

gegeben. «@At man aUt q m\> a — q hm^nü, fo flnbet man au^ 

leicht a felfcff. 

Um bcn eingefc^^loffeneu ^infel a hm6)\Hn, nehmen wit bit 
OlUi^un^en (23) 

mi, (a + fl) = - — '■ — ' sin, ^. 
' ^ iang.ß 

crfte tiefer ^leirfiuu|jeu giebt ^, bic jweitc a -(- t/^, tootta^ 

man leidet a jcibfr fiiibcu famt. 

©e^dtcr gaU. ©«geben gmei SO^infel (b unb c) unb bie 

bem einen ()egendbetf]tebenbe 6e{te (y). 9(u^ f)in ftnb btei SCnf^ 

gaben Icuii: 1. i[i fucbcii bie bem Limiten ijCijcbcuen SÖtnfel ^e^ 
Qcnüberliegenbc Seite ß, 2. bic ciiii]e[d)lcfiene eeitc a, 3. bet bntU 
Sintet a. 5Die <Seiie {inbet man bu((^ bie @Ui(^ttng 

mtaa^ folgt 

^Die eitif^ef^toffcnc (Seite a finbet man o^ue SBettereS burc^ bie gor* 
mein (18) unb (19), ©leit^nna (18) giebt 

{jt Q auf biefe tIBeife gefitnben, fo finbet man a — q, alfo au^ a felbflt 

but(^ @lei(^uug (19), beuu [le gicBt 

. , ^ /ancr.b . 
«w. (« — ö) = . — ^ — 5tn. o. 

^en britten Sinfet a finbet man bnt^ bie ^S^Ieif^nitgen (21); bie 
etfte %itü 

cotany. (p = cos. y tavn. h, 

unb wenn 9 befannt ifl, fo giebt bie folgenbe a — 9, alfo a felbfi, 
benn na4 i^t ift 

COff.C 

^iM, (a — 9p) = — 9, 

009* D 

28 Zusammenstelliing der Formeln, ^vii bequemeren Uebetfic^t 
maß ^iet no^ eine S^fAnimenflenung be( oben entmiiSelten^ |ttf ^txt^ 
nnng bev fel^Ienben ©tüde f))^artf(^e¥ ^xeiecfe bienenben gomeln folgen. 

(Srfter gall. ©egcfceu a, ß, y. 

COS. a — COS. ß . COS. y 
6m.ß.8in,y 



Digitized by Google 



^ufammenjielfung goimeln. 67 



• cos, ß — , COS. a . COS. y 

CO AD = —. : 

• sm, a . mi. y 

cofty — eos . a . eos.ß 

mn, « . sm, ß ' 

ober fftr (ogaHt^ntifi^e fflt^nmx% uni^eioaitbelt! 



sin. 1/2 (« 


— y) sin. 1/2 (a + y 






^ . sm. y 




ö//.. \'o (ß + ß 


— y) «iw. 1/2 (/J + y 


— «) 




oe . y ' 




V2 (y + « 


— ß) sin. 1/2 (y + ^ 


— «) 





Sweitcv Salt. IS^egeBen b, ja. 

^ eo8,h -\- co8.aL.co8.c 
s%n. a . c 

.jfa V ^ V2 (a + b + c) CO.. V« (a + c - b) / 

«th.a.räi.0 

tiefem anaUg fltib bU SSSeti^e i^on co^.a, («m. V«a)», coa.^ uitb 

^rittet galt. <S^egebcn a/ itnb b. 

ß SS co8,a,eo8» y — ^ • ^* y co8, b ^ 

ob« a ^^^-y f ^ 

CO«.p == CO«. (« — p) 

^ COS. Q ^ 

tang, ^ = cos* b . lang, y 

tanq,c = -: — 7-^ r.«n.D 

^ ««• (« — gi) ^ 

tang.Q = tang.y cos.h 

tang. b 

tang, a = -: — sm. g 

«n. (y — p) 

tang, Q = tatig, a . coa, b 

Vierter Sa((. begeben a, b unb y. 

co«.b . . 
coä. c =2 TT — sm, (a — (f) 

eaUmg. <p = tang. b co«. y 

tanq.y . . 
tang. a = - ., 1 ^ 



wi« (b -j- 



1 
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3uf«tnmnifit(Itnig ttt ^mmdn. 



isin. (a -4" ^)( 
tang. i^f = cos, y . lang, b 

güufter galL ^e9et>en /i, y unb b, 

COS. Q . C'OtV. ß 

eo8, (a — p) = ~ 

ik)8. y 

iang, q = coa. b tang, y 

^* + *^ = 

tmg, if sc fang, b coa» y 

Bt^&Ui %aiU (Segeben b, c unb y. 

3 sin,h . 
ifULii = — 8m,y 

«tft. (a — = 7—2— .nw. o 

tang.a ^ 

tang*(f = cos.b.tang.y 

f . , . CO*, c 

«n. (a — 9) = — r . mtu ^ 

eos,o 

eoUmg, 4p =s eos, y . tang* b 
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Tafel 

trtgonontftdfc^en t^unfttonen 

etilen £luat)tanten 
»«II 



70 



G. 


M. 


Sinus. 




Tang. 


Cutang. 


M. 


G. 


0 


0 


0,000000 


1,000000 


0,000000 


infinit 


0 


90 




10 


0,002909 


0.999996 


0.002909 


343,77371 


50 








0 0 0 S 1 s 






171 8ft540 


40 






30 


0 üÜH7y7 


0 999962 


0 008727 

WyVWwf A ff 


114 58SG5 

X X^f V W\J w 


30 






40 


0.011635 


0.999932 


0 011636 


85 939791 


20 






50 


0.014544 


0 999894 


0.014545 


68 750087 


10 




1 


0 


0,017452 


0,999848 


0.017455 


57,289962 


0 89 




10 


0,020361 


0,999793 


0,020365 


49,103881 


50 






20 


0 0S3S69 


0.999729 


0 023275 


42 964077 


40 






30 


0 026177 


0 999657 




38 188459 


30 






40 


0 029085 


0 999577 


0 029097 


34 36777 1 


20 






50 


0 031992 


0 999488 




31 241577 


10 






0 


0,084900 


0,999391 


0,034921 


28.636253 


0 


88 




10 


0,037807 


0 999285 


0,037834 


26.431600 


50 






20 


0 040713 


0.999171 


0 040747 


94 54175R 


40 






30 


0 043620 


0 999048 


0 043661 


92.9037fift 


30 






40 


0 046525 


0 99[8917 


0 046576 


21 470401 


20 






SO 


0.049431 


0.998778 


0.049491 


20 205553 


10 






0 


0,052336 


0,998630 


0,052408 


19,081137 


0 


87 




10 


0,055241 


0,998473 


0,055325 


18,074977 


50 






20 


0 058145 


- 0 998308 


0 058243 


17 169337 


40 






30 


0.061049 


0 998135 


0 061163 


16 349855 

XV» wWw V 


30 






40 


0 0G3952 


0 997953 


0 064083 


15 604784 


20 






50 




0 997763 


0 067004 


14.924417 


10 




4 


0 


0,009757 


0,997564 


0,069927 


14,300666 


0 






10 


0,072658 


0,997357 


0,072851 


13,726738 


50 






20 


0 075559 


0 997141 


0 07577G 


13 196883 


40 






30 


0 07R460 


0 996917 


0 078702 


12 706205 


30 






40 


0 0Ö1359 


0 996685 


0 081630 


12.250505 


20 






50 


0 08425& 


0 996444 


0 084558 


1L826167 


10 




5 


0 


0,087156 


0,996195 


0,087489 


11,430052 


0 


85 




10 


0,090053 


0,995937 


0,090421 


11,059431 


50 






20 


0 092950 


0 995671 


0 093354 


10 711913 


40 






3Ö 


0 095846 


0 995396 


0 096290 


10.385397 


30 






40 




0 995113 


0 099226 


10 078031 


20 










0 994822 


U 102 lß4 


9 788173 


10 




6 


0 


0,104529 


0,994522 


0,105104 


9,514365 


0 


84 
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(Sin gTÜnbIi(^e0 @tub!um htx 92fttttmiffeitf(^ftett, namentli^ abet Ut 

ift, wie mf)l allöemcitt «ttetfatint wirb, o^nc nt«t^ftnatif(^ie 
SSorfcntitntffc ganj unmögTicf), itnb v>on tnnncfjcr Seite ber bort man 
bUi^alb auö) bcn SRangel bcrfclbcu bitter bcflagcn. 2)a nun aber t>o^ 
bie SRol^matit fa|l auf allen ^dl^mn ^^lanfiaUtn ^eistfc^iatibd einen 
wcfentUilen 3!l^ei( bed llecHott9))lane9 Bilbei, fo fann bet m1^&Ihiitmdgi0 
geringe (Srfolg beä mat^emaHf(feen Unterrichtet faum in ctwad 3lnbcrcm 
gefud)t merbeu, al0 in bcr unimcctmaj^igen ^tt, mit berfelbe häufig ttf 
tll^etlt toirb. 

^CK i^orttag ber mat^ematif^en S)ieci))Iinett »ivb n&mli^ »ielfac^ 

aü^u abftract gehalten, wad bie nai^t^etUge goTije l^at, ba§ et niti^t nue 
für bic :}tatunvi[fcnfcf)aften ^joUfommen unfvn(btt>ar bleibt, [oul^cru ta^ 
er au(^ bei beu ©(^ülern eine meift fc^wer ju überwinbenbe Abneigung 
(legen baö mat^ematifc^e (^tnbium ^er)>orruft. 

KttffalSenbes Seife treffen biefe S^onoiürfe )»0r|ug«»eife ben geome« 
trtf(ben ttntenidjt, wabvenb $lritl^meH( nnb SUgebra fi^ tneift eined weit 
beiJeicn (Srfülged itfuucii baben. 

^Die mat^ematijc^eu SSorfenntnijfc, bereu man für ein gebci^Uc^ed 
^tttbium ber sp^pfit bebarf, flnb, wenn ed flc|^ ni^t getabe um bie 
fil^wierigpen gragen (anbeft, weber fel^r nntfangreiil noc^ fi^wer ittgAng' 
li^. (Ed bebarf nur iperWtttti§md§i(j weniger «ber fl«r »erftanbener 
©a^c, lucldjc buid; gemtöcui:e Ucbiuiß üolUouunen flciiußcä C5-ii^eiitl)um 
geworben fmb. ^aburd^ ift nun ber ^eg begeic^net, melc^er beim mai\)tf 
matifff^en Untecricf^te befolgt werben nmg, wenn er frnct^tbringenb fär 
£li||enf($aft nnb Mm werben foQ. i^anbelt (1$ barum, bie für ben 
togif^en S^fAntmenbang, für bat) gortfc^retien in ^ö^eren matl^entatif^en 
2;iücipliiicu uub für bie practif(^e Slnmeiii; uug uncutbcbilidjcu ii>al)r* 
htiUn ntögU(t^|i flar unb ]»erßänbU47 iu euiwidein unb burcf? geeignete 
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SBetfpicIc 0itt eiiigitfif^eti. 92ttgenb8 mirft dne UeBerldbiing m ^tiiniai 

it)tb ehi Vertieren in (^pectalitaten unc^thctliijer aU beim matf)emaHf<t>en 
ilntfiric^tc. 

3n biefeiu ^inne i^abe id) ed )>erfu(bt, bit micl)tigften (tecnicttifd^eu 
iDiddpItnen beafbeitcti, itttb |war in brei 3^l|^eileitf ndmU(^; 

1. ^ie (BUmtnU bev ebenen ®eomehie nnb ®tereomettte; 

2. ^ie Elemente ber ebenen unb fpbärifc^eu ^li^ono' 
mctrfe; 

3. ^ie (Elemente ber anaiptifcben Geometrie in bei <^beue 
tinb im ataitnie; 

welche ^mt ein ittfammen^e^örioed ®an§e0 btlben, Don benen aber bocb 
auc^ jeber einzelne Xi^til für fifb bcjiu^cn aHittu faiiu. 

$)ie beiben erfteu Xi^tiU erfd^cinen gegenwärtig in ^lueiter ?(nflage. 
^ie etfte Auflage ber ebenen Geometrie mx im äa^re bie erfle 

SIujlAge ber ££r{gonometrie war im 3a^re 1839, freiticl^ in etwad man» 
gel^fier Sluöftattung, jn iDarmflabt erfcbicnen. IDie barin befolgte ÜRe* 
tbobe ^nt fici) bei bciu t]eLMiictrifd)cu llnicnidnc, welcher mit an ber 
diealfd^uU (^ie^en bis meiner ^erufnng md) greiburg im ^al^ie 
1844 fibertragen mt, oortrefjlic^ bew&^rt, inbem ed mir namentlicb 
gelang, ben ©i^fiiern ein leb^afted Sntercffe fftr ben ^cgenflanb abjngc^ 
Winnen nnb bie erfrenlicbften ^ortf(^tittc ernteten. 

(^d ift irebcr für ein roettcrcS ^crtfd)rctten in ber b6bcven ^Vlaiht« 
maiil noc^ für pvaftifc^e ^(nivcnbuuj^en ir^enb einer ^irt i^cnügenb, bag 
man bie geometrifeben Sai^rbeiien einmal erfannt nnb «erfianbeu ^t; 
fie mfiffen bttr<!^ erlAnternbe 9eifpie(e, bnn^ ^ftnbe Uebnngen gn einer 
tebenbigen Sinf^auung erhoben werben , ol^ne weiche eine freie Hermen« 
buttc^ bcrfelben für bie ^''^'crfe ber 2Bi(fenfc^aft unb bed ^ebenä »oü* 
iumuien nnmoglic^ iji. 

SBa^renb in bem vorliegenben Serfc^en bie SDlaffe bei» ^aieriaU 
in bem oben ongebeuteten @inne anf bad 9{otl^wenbigße bef<(rAnft 
wnrbe, war i^ bemfi^t, bie vorgetragenen Se^ren auSfilbrlid) i^cnug 
entmitfcln, um au(b beim ^clbftunterrtd)tc einem üenfommen Maren 
SSerftänbnip führen fßnnen, »orauägefefet, ba§ ber l^cfer aflc 6oiu 
ftructiondi» unb 9ie(^nnng«beif|>iele mit Sorgfalt unb ^enauigfeii oneffil^rt. 

gflr eine lebenbige Snfc^annng finb <lonfhmettondanfgaben na^ 
beftimmten!Dlaafen burc^nuö unentbe^rli^, unb bcö^alb ^abc id) fic an* 
in bem (^an,;cn 2Bcrfd)en \jon ^Infanc^ nu bnrd^qeführt, 9^ur bur(^ folc^c 
Aufgaben wirb mögUd^, bei einem ieben (&abe lange genug |u ^tu 
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meilcn, um i^n bem (ycDncbmip flehori^ einjuprÄgcti unb feine Scbcutung 
iuö redete ^^idjt ju fejjc«. öerate bicfe ^onftnicHoitdanfqabeu fmb 
awb, welche beim Unterrichte bie rege Xt^eilua^iue bcv^ ^c^ükiö ^eroor^ 
f ufen itttb Um eine (Sonteole banlbee bieten, »ie »eit ber ^ültx 
in bae IBeefianbnil bed fraqUc^en 6<iiK^ ein^beungen ift 

©cim Sdjuluutcnidjtc mü|Tcu bicfe ?tufgaben rocmgften^ t^eilunife 
md) einem gio^eceri SÄaa^ftabc auf ber Jlnfet aiiÄgefubrt werben, wo^' 
nad^ bann bie übrigen bem ^audlicbcn gleite übeiUfen bleiben fönuen. 

Hebet bie einzelnen S^Ue bleiben nut noc^ »enigc 99emerfttngen 
§u mo^en iibrig. 

O^nc in ^öegie^uno auf Xciibeui unb tHet^obe etn?rtö aiibern, 
t)<\i bie gweüe Sluflage ber (Elemente ber (^eomettie namhafte $er« 
befferunfle» unb eine »efentlii^e (Segän^ung baburd^ erfahren, ba$ bie 
notl^wenbigften l^el^eett bev ©teteometeie, mel^e in bee ct^en fln|lage 
gan^ fel^Iteu, beigefugt omeben. ^ 

(5tn bc|L>iibercr Q3or^u^] ift hr neuen ?luflage ber ©aMuctrie babiud^ 
gefiebert, bag bie gigurcn uic^t allein obne 5.krglfi(b beffer unb beutlief^et, 
foubein au(^ weit jn^lreicber finb, aH in ber erften 2lu(Iage, toa^ oor« 
iuge»eife ba^er lü^rt, baf ein geofee S^^eit )ttm leic^teien SBerflAnbniS 
ivefenilic^e iNt^^ncen, wet^e in bet evfUn Stttflage nnt onft fibergro§et 
«Sparfamfett luc^vjc blieben anircn, nun i^re ©teOc gefunbcu i^aben. 

2)urcb btefe »erbefferte 5(nöftflttung, bure^ füv^^faltige Uebcrarbeitung 
beö Ztxk^ unb burcb geeignete ^uöfnllung mand^er ^ncfen, meiere bei 
ber frö^ieren 9(n|lage (ebigiic^ bem mönbtic^en Unterricbte fibertaffen waren, 
^offe id^ bad »orUegenbe SBetfil^tt an«^ bem Getbfhinterric^ie guganglteb, 
fo luic burc^ ein üollftänbigeö ^nua^iavt^cmeßiftcr unb ein alp^abctifc|^ed 
3n^aU^^?erjeid)ni9 jur leidjtereu 5Drientiruug unb jum S^O(j?f((?lagen 
geeigneter gemacht b^ben. 

Qat ^ttdfül^nittg ber ttonfiettciioneanfgaben ift ein 31raK#)>9tienr 
iinb ein Olaagftab n^tl^ig. Um eine befonbere Snfc^afung berfetben 
eutbebrli(^ ju macben, pnb ben »CSIenicnteu ber denen @eo* 
metrte« 2(bbru(!e eined ^ran^porteurö unb einer S^^laa^frabötafet auf 
ftärfercm ^^apier beigegeben worben. 

9lu4» bie €^rttnb|&ge ber Slrigonometeie erf^cineni mie fd^m 
bfuieeft, in iweiter finflage, )war mbeffert, aber o^ne mefentfi^e tltn* 
bening. $)ie trigonometrifcben gunctioncn b«be ieb ald Linien, aU 
bie Seiten uciitiuinfeltger 't^rciecfe be^uirt, in nnldjcn eine ©eite ber 
tängeneint^eit gleich ifl, tocii btefe ^efinüi«n einfacf^er unb au|(^auU(^er 
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ift nl3 bic anbete, no<fe welcher fle aU DucÜcnt iwtitt 2)rcieddfetten 
bc5cid>net tucrben. 2)ic ßiuic ift ein geomctrifc^cr begriff, bet Ouo* 
tient ifi cd ni^^t; bed^alb glaubk bie er^m Definition an bic@|)i<^e 
^nrn, bie (e(^m aber a|l and htt 9efe4nnnd bcv gomeln tei^hvin^ 
Uli^tt 3)teie(!e obUiten gn miifTen. 

Um bem (Schüler ntd?t mit jtrci ^(fjwtcri^^fciten auf einmat ent* 
gegen gu treten, linbe tc^ au(^ bie ©crcctjnintg ttigcnoinctrifdjer i^ufgaben 
im Stnfang o^ne Slnioenbnng Ux &)0arit^nt(tt bntif^gcftibrt nnb laffe 
bie Oenntnnfl bev^^ogafit^men ef# bann einttetcn, wemi bie 9e|fTc 9on 
ben ttigonontettifc^en Functionen an nnb für fi^ Hat unb geläufig ge^^ 
worben tft. — bcmfclben ©rimbe halt td) auc^ bie )^oimcIn, anicbe 
(ui ^ciec^nuug ber fc^leuben <Etuc!e ebenet unb \p^)äx^^u ^reiecfe 
bienen, ev^ ooUftAnbig and htt uin geowetiif^en i^tra^tnnfi eniwitfeli 
nnb erfl fpAtev, oan§ getrennt Don biefer erften (lnt»itfeTnn((, folgt bie 
Umn^anblung ber gormein, bnt<| toelc^e biefclben fät logarit^mif^ie 92ec|^^ 
nungen bcqncm (^emad)t n?erben. 

ißeil eo im Anfang immerhin einige ^(^mierigfeiten Ht, iiac^ ebenen 
gignren fU|^ (n einer richtigen ^nfct^annng ranntti^e« ißer^ttniffe lu 
erl^el^en, f^aU ber fp^Arif^en 3:rigonometrie bie gei^nung ber 9ltf^ 
beigefügt, ouÄ ml6)tn bie ben Ifeeiben .^au^jtflguren biefer Slbt^eiliing 
entfprcdieubcu förpcrH(^cn Sl^obcöe tctdjt Ber(^cftcnt mcrben fönneu. Wlit 
.^ilife biefer äJ^DbeHe lutrb xvoi^l ta^ ^cii'iänbni^ ber entfpre(||euben 
(Srnt»i4etnngen feine ^mierigteit me^r ^aben. 

^r britte X^eil^ bie ana{|^tif^e Geometrie, erf^eint gum erfttn 
SRate. wat bei Bearbeitung berfelben bentüBt, bur^^ au^fü^rli^ere 
8efpre(^unv'^ cciicictci: 0)aüc nnb bur6 ^onf^nictionSbetfpictc na* gegc* 
benen S^^^^^nroert^en bie ^ier neu auftretenben begriffe zugänglicher gu 
ttia<^en, atö ed ge»dlj»nlii|^ gef<^ie^i glaube namenttt<^ anf biefe 
®eife eine Sr&de gebani jn ^ben, »eilige ben Sefer Aber bie @4tt>ierig« 
leiten ^inwegfubrt, bie jic^ i^m meift beim Eintritt in bad ©tubium ber 
^öijeren c^conictitfdjeu 3)tSciplincn cn^efjen (bellen. 

iDet analptifc^eu ©comettie ift bie ^fic^nwng bed 3fUl^t^ betgeflebeii, 
and »etilem man bad {Ar||»erlt<^e (&d berße&en tann, wefiM 
pofiiiDen X^ite ber brei CFoorbinatenebenen gebitbet wirb. 

Sreiburg, tm SKai 1859. 

3» SRMcr« 
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Bestimmung eines Piinktes in der Bbeae. ^tnUn, mii und 1 
in mit i&htnt s»ci eitianber vei^tttitiMige, in O, ^g. 1, f!^ ft^nd« 

benbe ^initn XX unb Y Y flcjogen, 

fo tmn man bte Vatje trgeiib cincä 
^Untied iu t)<:t: (§;bcne babiu(^ be« 
Bimmen, baf man feine (Sntfenmtig 
19011 iebei; ber leiben ^initn angiebt. 

3Sou bcm ^Punfte ^ fn du ^^er* 
^cnblfel AB auf XX unb cincd 

bee$lbflanb M ^nnfied A i»on XX, 

»a^rcnb AG ^ OB bct Slbftanb 
bcd «ßunf ted ^4 üon Y Y 
2)ic (Sntfcniuitöcn eined ^^unfted \)on ben Streu XX unb yy 
wetben feine (Sootbinaten, bie %tm XX )inb YY felbfi werben bie 
tSoorbinaienoten genannt. 

$)er ?(b[tniib eiucv ^^.hiiiftci^ \jon ber *^jre yv^ipirb feine ^(bfctffc 
unb bie fu^riuMitalc 5trc XX, uacb bereu lEi^tung bie Slbfcijfeu öemciJeu 
»erben, n?irb ^it ^ibfciffenajte genannt. 

^ie $ibfct||en »erben mit x nnb bemna<t> bie Sibfeiffenajre a(d bie 
8(xe ber x be§ei<$net. 

^Dagegen wirb ber parallel mit y V gemeffene ?(bftanb eineö ^^^uufteö 
üon ber 2lxe ber x feine Crbinate geuaunt nnb mit y bejetc^inet. SDie 
ifeinie yy l^ei^t beö^alb au(^ bie Drbinatenaxe ober bie ^jre ber y. 

1* 



Y 


$f0. 1. 


C 

II 

o 




1 . 




B 


. Iii 




Y 
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4 !Df¥ ^unR iinb tte gerade iink in ^et S6ene* 



Y 



IDie $tbfctffe bed ^iunfted A, 1, ifl 1,8 ISettttmetet, feine Oihu 

mk 1,2*""; obci: mit aubcrcn Sölten: für ben ^-funft -4 ifl « = 1,8<^ 
unb y = 1,2*^. 

Um mit «Ipülfe Hi Orbinatett alle m$gli(|^en üiageu <ine0 ^united 
in bec <56ene be|ei(|»nen gu fi^nnen, genügt c9 nic^t, feine SbflAnbe i>on 
ben dooebinatenajcen an^it^cben, man mnf an^ wiffett; dB ber $ttnft 

tiä)U obci Unf^ oon bet 2Ue ber ^ nnb ob ti libei: ober unter ber ^jre 
b« tiefet. 

@ema^nU<^ jal^U man bie ^D|Uti)en Sert^e ber lilbfciffeu )>on O 
an« nacb bev teerten ©eite; atöbann aim mn$ man alle i»on 0 
iinU gemeffenen IRbfctffen aH negative be^eic^nen. dbenfo wetben bie 

))oritiüeu iiJeEtbe ihmi y nad) oben, bte negativen nad? nntcn gcmcjfcn. 

^emnac^ i\t für ben in S^d- ^ ^^^^ ^ bezeichneten Duabranten: 

gür ben Duabranten II: 
^ gur ben Ouabtanten III: 

y — 

gür ben Duabranten IV: 

y — 

9la(^ btefen iSrI&nternngen ift t9 Uiäii, na^bem man auf einem 

33latt ^a^icr bie recfctnjintcUöen ßoorbinateua^en gebogen ^at, bie fot? 
genben fünfte aufzutragen. 

„ j « = 2^« 



c 

II 

o 




I 


III 

y 


iV 



^ I y = 2,5 • 



E 
F 



X 




3,2 


cm 


y 
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• 


X 








y 






2 » 


X 




4 


cm 


y 






1* 



2 EntfiBmimg sweler Punkte, deren Coordinaten gegeben sind. 

@« feien a' nnb ^ bie ßoprbinaten be« fpnnfie« A, gig. 2, a;'y' bie 
bed ^unfte^ B\ man foQ bie iäntfernung AB ber beiben g^unfte be<> 
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Der ^untt uut* tie gcrat)e £inie in ^cr Stene. 



{limmen. gcitlt man i:cii ^1 ein ^er^jcubifcl JIC ouf bic CtJ^inatc bcö 
Ißunfied fi) ifl offenbar 

AC = — 
9{ttit abcY l^aktt mir 

weim mir mit d ben ^bf!anb ber bdben $unfte ^ unb be^eic^uen/ 

«if» <i = V («" — + (y' — fy^ .... (1) 

®o iß 8. bfT $lB^attb bet beiben mü .4 tinb ^ bezeichneten 

^iinfte, beren 6oorbiuateit am <^c^luffe bed \)origcn Paragraphen gege^ 
ben wölben, 

<7 = vo,82 4- 1« = Vi^ei = 1,28.. 

gür beu Slbftanb ber beiben ^Juiifte unb C haben wir 

4 = V (2,3 + a,4)« H- (4 — 2,5)«. 
Sie grof i|l bet HBflanb bct fßnnfie C unb B, ber ^Puntte 

nub E unb F n. f. ».? 

Big. 2. ^ig. 3. 

Y 





Oleiohung der geraden Linie, ^ie ^efammt^eit dtfer geome« 3 

tiifc^eu Oertev, a>cld}e ein tu ^öciuti^uug bepubUchcr ^4>iuift buj:4,>liiufi^ 
wirb eine ^iuie ober ßiiroe genannt. 

Senn ber bewegte $unlt fletd in einer (&bene bleibt, fo ifl bie »ou 
il^m Bef^tiebene (Snw eine ebene. 

@eht mmi »on einem spunü A einet ebenen (Snrbe, gig. 3; 
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6 2)er $unb un^ bie gerate Sink in Ux (£bcne. 



eittem anban ^ Ü6ct, fo anttttn fif|» gleichzeitig bie (ufammenge^öctgeu 
Setf^e »on imb y unb $toar na^ einem befümmien @^efete, »elc^ee 
be« 9{atut ber duwe abMugiö tp. 

^{cfe ^b^aiu^iijfat, ircUtc §mifc^en .r uub y fiattfinbct, toeun bic 
burc^ fie beflimmtcn fünfte ftetö auf einet ^gegebenen (5uröc liegen 
fotten, toifb hm^ eine (^lei^^ung §wif(hen ben beiben ^eiänberlif^en w 
utib y au^ihxüiH, mUt man M ,(&Ui<bnn% bet (5urs»e begei^itei 

Ihirg iebe ©(eict^uucj mit ^mei ^etfinberliileit a itttb t/ fteHt eine 
(Stttöe bar, wenn inau tic jufammengel^ßrigen SÖert^e öon ^ unb y in 
bet augebeutcteu 2öeife bie ^ootbiuatcn eineö ^Pwnlted betta^tet. 
^ie digenfit^often bet <Stt(i»e laffen bann but^^ IDidcufflan bet ^tei^ 
4img eemittetn. 

8etf(u^ien wie $itnA<|{l bie ^^Ui^nn^ bet getaben ^inie. 

gig. 4. T^cnfcn wir unj< in ^ig. 4 eine 

getabe ^inie burc^ ^en^nfangd« 
l»tttt{t 0 bef (Sooebinaten gcgogett (in 
bet Sidttt if^ ^et Qu#abe welif^et 
ben ^ut(^f(i^nittd^ttntt ber <Sootbina> 
tenaren be^etcf^nen foll, njegflelajfcn), 
iinb \)ün einem beliebigen ^Junftc N 
xbetfelben ein $etpenbifet NP auf 
He Stbfciffenare gefallt^ fo ifl 

NP =z OP tang.a, 
WD mit anc^ ben ijiunft N auf bet 
getaben ^inie »&blen mögen^ »entt 
man mit a, ben SSinM be|ei<l^nei, 
»etiiben AB mit bem |>ofitit>en Htm bet SCbfciffenajte ma^t 9lun aUt 
(Inb NP unb OP bie (Sootbinaten be« ^ßunfteS iV, »ir m,en alfo au(^ 

y z= of . tajig. 
ohttf mnn wii a fut tang.a fe^en, 

y ^ (1) 

Mttb bie* ifl bie ©leicbung einet getaben ^inie, mel(be bnrd^ tcu 
?lufangdpunft ber ^oorbinaten gebt unb welcbe mit bem i^omiiHu tHrmc 
bet ^bfcitfenaie einen SBintel mac^t, beffen tttgonometttf^^e Xangente 
gleicf^ a i% 
^ SDernna^ ift 




Digitized by Google 



Der ^unft un^ bie gerate Sinie in ter @&ene. 



7 



bie (:^lei(^ung einer (^eraben Sinie, u?elcl;e mit beut ;)ofiti»en Sttme bei 
abfciffenajce einen 2&inlel Don 16« 32^ ma4»t. gerne? finb 

y = « 

bic @lei(feungcn oon Siiiieu, njeld)e mit bcr Stbfcijfcnajce einen SöinW 
9on unb mi 63o26' mac^^en. 

60 lange ber gactor a in ^^teid^nng (1) {»ofUi« (Ui^ ge^l bie 
bnrc( biefe €>(ei<^unQ bargeftetfte gerabe l^nie bur^ ben erflen nnb brüten 
Owabtanten. (Sobalb aber bie ^ctabe ^inie buid) ben jnjetten nnb 
S)ierten Quabranten ge^t, mit CD, gig. 4, mu§ bei gacto( a negatit) 
»erben, »eil atöbamt einem ^ofitit>en x ein negative^ y, nnb umgefel^ri 
einem negaüben a ein 4>ofitiüed y entfi^rid^t 3n biefem goOe an^ 
bet in ber S^id^tnng bed ^pfeild qejdf)ltc SCßinfcI, welchen bie Sinie CD 
mit bem poftti^en ber ^b)ci)}enaj(e macl^t, ein ftum))fer, alfo 
tang,tt negativ. 

@o ifl ). a.: 



bte ©tctAnn^^ einer (^crabcn ^tnie, welche mit bem |)Qfitiücn 8lrm ber 
Uxt ber x einen Fintel oon löU^' niac^t. 

3nt Uebnng eonPmire man folgenbe Linien: 



^VLx^ einen $un{t iV', gig. 5, ber Orbinatenojce, beffen Hbßanb 



1/ r=s 0,9 



1, Jf =r 0,7« 

2. 2/ = l,3.r 
'6. y = 3,358 JT 



4. y 

5. y 

6. ^ 



0,4 a; 

2,4 .r. 



o 




9i0- 5. 

Y 



3 



X 



)»on 0 »if mit b 
geic^nen mollen, fei eine 

gcrabc l-iiiic (7^ paralTel 
mit ber burc^ beu ^lu 
fangdpnnlt ber (Sootbina^ 
ten i^ef^enben ®eraben 
AB beren^tei? 
djmtö ift y~a,ä: ift. (§0 

ifit nnn Ui^t, au4^ bie 
€IUi4ttttg ber l^inie CD 

ju pttben. J)enfen mit 
uwi auf C'i^ einen belies 
bigeu $unft be^eii^net 
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8 üDer ^putift unt tie gerade Sinie in ter Sbene* 

ttttb oon i^m ciu ^er^jcubifcl FE auf bic *4bfciffcnaj:c gefaüt, weldjed 
^i? in ä: Wneibct, fo ifl FK=NO== b, fot^liO^ FH=zHK+h, 
^€ism wii nm OH ^ x unb FH = y, fo f^aUn wit off^itbdr 

y = + b (2) 

für bic ^leidniuß ber qcrabcn 2tnlc ^P. 

Wlan couftruire folgenbe Linien , ben für b gefcl^cit Sat^Untotiiii 
iSeittimetev aufhagenb. 

y^0,7x + 2 (a) 

y = 1,3 a; - 1,5 (b) 

y = — 1,8a? — 3 (c) 

y = — 0,7^ + 0,6 (d) 

4 Der Durohsohnittspunkt zweier geraden Linien, (ä^ feien 

unb (A) 

y =: a/a -\-h'] 

bi« ^^lei^ungen aweicr geraben i&inien, fo {inb bie (Sootbinaten i^m 
S>nr(^f^nittd^unfte« offenbar biejenigen SBevt^e »on « itnb mti^t ^n* 

gleici) beiten ®(etcf>imgen (''Hiiüge letficii. ^>ur l^cnjcuiöcii ®ert^ üon t/, 
tt)el4)e( ^ugleic^ beiben Gleichungen Genüge leiftet, ^aben toii 

folg«« 

X = (3) 

a — a' ^ ^ 

unb »cnn man biefen Sevt^ ^on x in eine bev beiben iSteic^ungen 

bei (A) fefet, 

ab^ — ba^ 

5£)ie nach ben Gleichungen iß) unb (4) berechneten ^Ah^^nn^erthe \>on x 
nnb y finb nun bie <Soorbinaten be» $unfted, in me(i|iem |i(b bie Reiben 
Linien bei (A) einanbet fi^neiben. 

@o {)nbcu wir 53. füt ben 3)utchfchnitU^unft ber beiben Linien 
(a) unb Cb) beö »origen ^aragra^h^n 

-^1,5-2 3,5 _ 
^ — 0,7 — 1;3 0,6 



,1,05-2,6 3,65 

2^ - :rö;6 - o;? 



©Cleves Pnb bie 6oorbiuaten be§ ^Dnr^f(^>nitt^^>un^te^ ber %mitx^ 
(a) unb (c), (a) nnb (d), (b) unb (c) u. f. w. ? 
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jDer ^|)unh tie gerate iim in tei übtne. 



Der Winkel zweier goraden Linien, ^icjeictjnen mt mit a beu 5 
minhl, ml^tn t>it fänit AB, gig. 6, mit )>ett minUi, mU^n t>it 
illnie Ci> mil; btt fKre bet ma^i, unb mit r ^MtX, itttter 

:vcl(^em fi(^ unb CD fdjneiben, fo ift y = « — /3, alfo auä) 

fang, a — taiuf. ß 



tang. y 



... (3:d0on. @. 19). 



1 -|- tmu}. a tang. ß 

3ß nutt ^ =r -j- b bie &Ui^m% ber ^nU AB, 

» » CD, 

|ü ijt 

tafig. ß =^ a', 

a — ' a' 




(5) 



^Bet^en Sititel macl^en bie 
iiiitieii (a) tmb (b), §• mit 
einanber? SBelc^cn (a) unb (c), 
Ca) unb (d) u. f. w.? 

(SoOeti bie beiben Linien 
einanber ^araUet fein, fo mnf 
tang. y = 0, atfo a — a' = 0 
ober a = a' fein. 
Sollen bie betben ^inkn tcd^tmiufelig auf einanber ^t^tn, fo muj 
tofi^. y = 00 ober ed mnf ber 9f{enner be^ Sert^ee i»on ^ gUi^ ^f^utt 
fein, alfo 

1 4- aa' = 0, 

ober 

a' = '-f (6) 

a 

3»ei gerabe i^inien f^neiben fi4^ unter einem re^^ten 
ffilniel, »enn ber gactor i»on a in ber @»(ei<|nng ber einen 

gleich ift bcm negativen rcc{<)rofcn äDctt^ be« gactot« »on a 
in ber ©leic^ung ber anbern. ^ie @Ui(()ttng einer ^inie, »etcfie 
rect^tminfeltg auf 

y = 0,7^ + b 

Pe^en foH, ift alfo 



= 0^7 + ^' 
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10 t>tK fmlt unt) t)te gerate Stnic in bev Gfcene. 
ober y = — 1,428« -f K 

äöie grD§ tft bcr gactor »on x in bcr @Ietcfcim(^ einer o(eraben ^inic, 
tpelc^e recl^tminfeiig fU^i auf Ut iinU (a), 3, auf t)ti Unit (b), auf 

(C) tt. f. ID.? 

6 Di© Gleichung einer geraden Linie, welche durch einen ge- 
gebenen Punkt geht. SÖcnn Die burc^ @Iei*uuö (2) U^ti^mU ^init 
huxä) einen gegebenen 5Punft c^djcn fotf, beffen ©oorbtnaten mb 
{inb, fo mn^ man biefe fi>ecienen ä&ert^ tf' itnb an bie ^Qe ber 
enintre^enben IBariaMen in €^Iei<|ung (2) feffen fdnnen, ^aben alfo 

jf* = ao;' -|- b 

nnb barau9 

b == t^' — a«*. 

2:ie ©üit^uug ein« geuibeu i^inie, mX^t burc^ ben $unft xfy' 
0ebt, fllfo 

1/ — ?/ = a — .r') (7) 

gti( ben S^Q, ba^ = 0, ge^t biefe ©lei^ung übec in 

y = a — d;') (8) 

Itnb bied ifl bte ^tlei^nng einet gevaben %init, mX'^t bnrc^ einen anf 

bet fibfciffenajce licgenbcn ttm bic lüangc x>m\ Slnfau^opunft bet 
(Sooibinaten entfernten $untt ge^t 

7 Glfltdhnug einer Linie, welfithe duidh iwei gegebene Punkte 
geht. (Sd feien ä nnb ^ bie dootbinaten bed einen ; af' nnb t/^' bie 
C^oorbinaten bcd nnbern ^unftcö, fo muffen fowo^I bte Soorbinatcn bed 
einen atd aucb bie ^oorbtnaten be^ anbern $unfted in bie ^lei($^ung 
(2) bet gerabett i^nie l^affen, mir b^^ben alfo 

1/' =s ay 4" ^ 
= a«" 4- b. 

äie^t man bie lefete ©Icit^ung üon ber elften ob, fo folgt 

j/* — 1/'' = a (0?' — a?") 

ober 

S)ie gefncbte tS^ieic^nng ifl atfo 

2^ ~ • • • • 

Seli^ed bie (Stlei^nng einet geraben ' Einie, »el^e bnn^ Me 
fpuufte A unb B unb C; C unb I> u. f. to., §. 1, gel^t? 
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QtotiM Stapiitt 

Sotti Steife* 



Olei^uag de« Kreise«. ^ WUMpurät bcd itieifee, gig. 1, 8 
fei gUQlctc^ bct Slnfangäpunft bct ^oorbinaten. SBon einem bcltebiäeu 
$imfte be^ ^rei^umfanged fei ein ^^^erpenbifel /''ZT auf bie {ftbfciffen« 
ajce gefäat, fo ifl 

OB^ + FE* = OF^ 

ober 

««+yJ = r« (1) 

»cnit wir mit r brtt fRMn^ be9 ^eifed, mit bic Kbfciffe ttttb mit y 

bie Drbinateu bed «Punfte« be§ei(^nen. $)iefe ©leiaung (1) ift 
bie @let((^ung eine^ ^ceife^, beffen !DlitteI))unft mit bem 
S>«c((fd^nittd^uitft bei: (Sootbinatcitajcen ittfammenfAlli 

3{i bn SKittcI^ttitft M Stttifti^ ni^t sii0leit| bet 9nfan0d|>utift 
bcr (Soof binaten ; fo nimmt bie Wti^m^ be0 SM\t^ eine anbetce ^ 
{ialt aiii loel(|e (eic^t entkvideiu i}t. 

«ifl. 7. ' 9i0- 8. 




<5« fei 0, gig. 8, ber ^nfonö^pwnft bei (Sootbinaten, C bct SÄtttet^ 
punU be« Iheife«, beffen «bfciffe OG mit a unb beffen Otbinate GC 
mit 6 begeic^net wefben mag. 3ft nun F irgenb ein ^nft be» fttti^ 

umfanget, ON bie Sibfciffe NF bie Orbinate y bcjfelben unb CJI 
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SJom Greife. 



ein t)om !D{itteT))unIt bei Stui\U auf tiefe Orbinate gefdUted $ei|^tt« 
bifel, fo ifl offenbar 

Ci/« 4- i'^/ii = OF^ (A) 

(Sd iß aBer 

(7//= OA' - OG^ =r « — a 

/ii /' \V - NH = FN — GC = y — b. 
@c|^t man bicfe ^ert^e »oii Ci^ itnb FHivi (&iti^m^ (A), fo tommt 
_ a)t _|_ (y _ 6)« = r« (2) 





it?euu C^i^, ber jKablttÄ beö ^rcifeö, mit r bejeicf^nct iüirb, unb bieff 
@l«i(^unö (2) iß bic ©Uictnmcj citieö Ätcife^, beffeu Oiabiul r ift uiib 
beffen SDimet)»ttnfi a gitr SIbfciffc utib 6 ^ut Orbinate 

Slitd bet d^tei^^tttt^ (1) laffen fi«^ nun fe^tr einfa^ mtl^mc fi^oii 

auö ber (Slcmeutart^comctrie bcfauute SÄb^ Dom Ä^reid ableiten. 

A. (^ieicf^uug ClJ fi^^d^ 

= r« — 

= (r + «) (r — «). 
3){e Orbinate y ift alfo bi« mitllete ^rcportionate gwifc^en + 
unb {r — .r) ober mit anbern ©crtcu: ®enn man in cineui ^ßunfif 
//, ^{(j. 7, cincd .^teiöburcbmeffcrö ein ^crpcnbifcl crrtcbtcr, fo tft bao 
|tt»if4^en bcm Sßunfte -fcT unb bem ^eidnmfang ticgenbe BiM HF" biefe^ 
9e()>enbifeld bie witttm ^to^orHonale gwifclien ben Reiben ©tüifeit JVif 
unb //P, in meldte ber Xurdnueffcr burd? bcn $unft 11 <^etbci(t mü. 

B. 5Die ©letdnoig einet geraben tmt, welcbe bui(|^ beu ^4^itnft A, 
9, flc^t, (|. 6) 

= a (« -f r) (3) 

^ieiS^Uic^uug einer gerabett^nie, met^e burd^ benenn!! P gebt, itf 

y = a' {x . — )■) (4) 



Digitized by Google 



Som Greife. 18 

©oH ber 5)urc^f(|>nitt0punft biefcr bciben i^inUn auf bew Umfanfl be« 
Äiei)"e$> liegen, fo müjfen bie 25>ertf>e »cn x unb t/, n?eld>e ut(^tct(^ bcn 
<9lci(^ttttgen (3) unb (4) genügen, auc^ no(^ ber (^lei^^ung bed ^rcifet^ 
(<S)Iei(^un^ 1) €)entt0c Ui^cn. IDitnf» SOIttlti^lication t>ott (3) unb (4) 



sss aa* — r») (5) 

= y2 _ ^2 (6) 



SDlit benfelben Sevt^ett Don a unb ^ fann aUx nur bann suflUicl» 
b(tt ^Ui^m^tn (5) unb (6) ©cniige geleitet wetben, wenn 

aa' = — 1 
ober toenn i 

^' = - ^' 
a 

b. ib* wenn bev ^ut^f«!^n(ttö|»nnft |ttciet buf«| bie <Snb|>unfte N unb P 
eined Jtveiftbm^meffetd ge§ogenet i^inien auf bem Arei^umfanQ liegen 
foQ, fo mfiffen [\^ bie beiben Linien unter rechtem Sinfel f^neibcn (§. 5). 



Die Ereifltangente. tSine gerabe ^inie 9 

y = aa; b (7) 

mit eiiieu ümü 

^2 ^ y2 ^ (8) 



im ?i(lgemeinen in jwei ^^luiftcri fcbneiben, bereu (Soorbinaten man bur(^ 
Cllimination aud ben Gleichungen (7) unb (ö) finbet. <Sett man ben 
SBert^ oon aue ^lei^ung (7) in «Steigung (8), fo ei^AIt man na^ 

tini^tn Umformungen ^_ 

_ ah , 1 / rt^^g ^ - 6» 

^enn nuu ober bie gerabe ^inie bei (7) ben ^reid nur in einem 
tinii^tn $unfte treffen fott, fo niüffen bie beiben Seetl^e ton a in 
^lei^ung (9) in einen einzigen ^ufammenfaUen, bec untet bem Sßurgel« 

getcfecit ftefcenbc lÄu^brucf miif^ alfo üerfc^ivinbcn. ^tiu man aber ben 
unter bem Sur^elieic^eu ftel^eubeu ^udbruct giei(^ ü^ull, fo ergiebt fK^ 

6« = r« (1 + a«) ^ (10) 

9e$ei(bnen mit mit unb 2^ bie äootbinaten be^ SBetül^rungd« 
punfteö, fo ift bic C^lcidiung einet jebeu butc^ biefeu ^unft ge^eubeu 
geraben ^inie (^leici^ung 7, <5eite lOj 

y y = a (j? — 

y z= aa — aa* • (11) 
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93pm Äreife, 



gür ben fBtxii) \>on b in ^letd^uuö (7) ^aben n?ir alfo 

@ett man bad Ouabrat biefed ^crt^ed gleich bem Sert^e von 6'^ 
{it ^leii^ttitQ (10), ndf^bem man in bemfel^en fAt r* feinen SBett| j 
+ 2/'^ fub^iniTt |at, fo etgiebt fid^ na^ einigen Umfomnngen 

" ?/'* 

<Sc&t mau biefcn Serti) üüu a in ©leicf^ung (10), fo erhalt mau 
aU ©leif^ung bee getaben ^inie, weli^c ben Sttti^ in ben q^unften 
nnb ibetilil^Tt, 

X (12) 

I 

$)lefe ©Itic^unö ber ^ret^tanöcntc lägt fic^ noc| etwa« umformen; 
mnlti^licitt man auf betben <Seiten mit fnbfHtnitt man aldbann r> 
für -|- y'*, fo erhält man bic ^leif^nng 

+ =r r« *. (13) 

welcije ebenfalls bie ©leic^unß einer Jtangcntc ifl, luelc^c ben ^reiö, 
@lei(^ung (8), in bem 5^inifte bmil^rt, beffen (Soorbinaten uuD j/' fmb. 

^ie @(ei<^nnQ eine» diabiud im ^eife, ^^ieic^nng (6), weiter buv^ 
ben aeiü^tungd^iinft nf^ fiel^i, ef^alten x»\x, mm mi? in ^iei^nng i 
(9), §. 7, «" s= 0 unb y" = 0 fejjen; e« ergiebt fit^ a(9bann | 

2^ - y' = 5 (* — (^^) ' 

^ie burc^ (^Heit^ung (14) re^räfentirU ^inie fielet aber recf^twinleiig | 
'auf bet btttc^ <ä>lei^ttng (12) batoe^ettten, weit bee gactoe i^pn « in 
®iei4ttn0 (12) gleicf^ ij) bem negativen mi|>to!en SDert^e bed gaetoe« 
l»on Ä in (2)lcic^un9 (14) (fic^e §. 5) ober mit anbern orten: $)ie 
5!angentc fteM rcdjtminfcltß auf bem oom 23ci*ül)ruttöd^)unfte 
^um SDlitteipuuUe bed ßretfed geiogenen Süabittd. 

Slufgab.e. Än einen ^rci« bur* einen aujerbalb bcffelbeu 
gelegenen ^unft eine ^tangente jn jiebcn. 

' Ötebmen iüir ben SOZittelpuntt O beö gcflebcueu ^leifed 1, S^g« lOf 
IWXL $infangd|)uuft htt (Sootbinaten, fo ifl feine <^iet(^ung « 

«8 -|- 2/2 = (a) 

^n gig. 10 fei F ber *Punft, burc^ welchen eine JCangeutc nn ben 
,^veiä I öfS»>9^H werben feti; ftiue ^Ibfciffe 0// jooUen wir mit m, feine 
Orbinate Fll woUen wir mit n be^eict^uen. 
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^fta^ beut ooiigeit ^n^xap^tn iß Me €IIc{^itft einet ^ngente 
an ben Stxti^ I 

+ = (b) 

9i9. 10. 







» 




/ II \ 










/ j \ 






l ^ 





wenn nnb ^ bie (Sootbinoten bed 8er%ttn(|d^ttnfte9 bejeic^nen, »el(|ie 
anfetbem not^ bev ^leic^uiic^ 

^2 4- T/'« — r2 (C) 

Genüge Icifteu muffen. ^oU bie 'Unit Q!>kiö)m\^ (b; burd> ben ^itnft 
JF" gef^n, beffen iSpotbinaten m nnb n finb, fo nm$ man in Q^itv^un^ 
(h) anil m füiv « nnb n für t/ feben fdnncn, »it ^aben a(fo 

mx' -\- ny' = (d) 

^ie Secibe t)on 4^ nnb »elct^e ben ^leicbungen (c) nnb (d) 
Stt(|Iei<^ €len%e leiflen, atfo bie (Soorbinaten be« Sevdl^TnnQd^ttnfied, 
f dnnte man einfacl^ bur(^ (SHmination ani) biefen ^Tei<^ttnßen (c) unb (d) 
beret^nen, wir njotlen jebocö btc l^öfuiu] mtf nitberem 2Öc<^e »erfiid^en. 

$)ie tBÖert^e r?ün .r' luiD y, wel^^e beu (^Uidunäen (c) unb (d) 
^^enöge leiflen, mtl|fen offenbat an(b in eine iebe ^(ei^nng p^^tn, 
n^el^e man bntc^ eine (Kombination bet ^tei^ungen (c) nnb (d) et^ 
galten fauu. ^le^t mon ©kidjuiuj (d) »on Oleic^ung (c) ab, fo bleibt 

— m^' 4- — = 0 (e) 

Ubbift man auf iebet (Seite bed 4g)Ieicbbeitd|eic^ene biefetbe (^ebfe 
1/4«»* + fo 'ommt 

— ma!f + 1/4"*'* + y^ — «y + V4»^ = ^4»^^^ + V*«'^ 
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93om Greife« 



^iefe ^fei<9ttng (f) nitti tjl, wenn mix sif iinb ?/' atft IBariaMc 

ifl, m&l^venb bie (gootbinaten feiitcd 9)^ittel)>utifted Vs''^ ^"^^ Vs*^ f^n^* 
S)e« flefit<l^te SeTA^ntn^ftpunft mug a(fo auf bem Umfang biefed 
bitt<!( ^tei^uttf) (f) barf^eflellten Steife« liegen, bett mU aU bett ibreU 

II be§e{4>nca iucHcu, u liegt alfo offeubat auf bem Dur(^)c^mttö^)uuüt 
b« Steife I unb II. 

Um bell ^eid II {u con^nmn, |ic^e man bie i^inie O/", ^atbUe 
biefelbe nnb ^ie^e um ben ^a(bimn0d||>untt C einen 9fxfX% mit bem 

^albmeffcr CO. 

3>a^ t)cv fü ocjoßcnc ^eid roirfUd; ber burc^ @leicbun(i (fj bat* 
gepeüte ift kic^t ciujufe^en, benn ift 07>> = 1 2 ^/i = Vs^^f 
CD^y^HF^^I^n unb 0CS = 02>2+i>O»=:CVjm)»+cy,n)8. 

3)a bie Itreife I nnb II fl4 in imi fpuntien f^neibeui fo tann 
. man t)on bem spunfte F )mei Slangenten an ben Stxti^ I ^ie^en. 



10 DeflnitloiL der ElUpBo. 3)ie @IIi^fe ift eine ebene ^VLx^t, 

xoiX^t bie ^igeuft^aft ^at, bnp fiu {eben ^unJt (^tg. 11) 



S) i e <g l l i f e. 




$10. 11. 



bcrfelben, bie ©untme bcr §lb* 
ftänbc MF unb MF ]»on |»ei 
feften fünften F nnb ^et« 



]^ einet €on{ianten®Td$e ^\t\^ ift. 



(2iub alfo i/', .V", 3f gig. 1 1, 
weitete ^puuftc berfelbeu ©ai<)fe, fo ift 
JlfF + MF == JbP/' -f- 

u. f. m. 
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^ie teilen fünfte F uttb r fS^xm Un^lmtn Ut eunnpunfU 
®tte »on ix^tnh eitiem jptinftc M bcr (Slltpfc noc^ einem 33rcniipuiift 
i^cjogene ^fnle MF ober il//'' luirb ein l'eitftrafyt, radiiis vector, 
flcuanut. giii ieben !l?uuft ber (Sni^>fc qkbt ed alfo groei ^citptal^Iett 
unb bie ^umme bicfcc bcibeit mtfm^Un ifit ita«^ pbiflev S)e{iiiition eint 
conflante ®vd8e. 

©ine (§tii)ok tfl Scfttmmt, wenn bie §a(^c bcr Betben ©rcnnpunftc 
unb bic eunniie ^a^eicr jnfammcngeprtgen ideitftral)Ien gegeben ift, nnb 
(anii nac^ biefen ^aten conflruirt »erben, »ie bntc^ folgenbe« fStifpitl 
erUttterl »bb. 

* ^ufg«Be. (Sö fei eine ©flipfe conflniireu, beten ^lennvunfte 
S|4 €enHmeier t»on einanbct abflel^en unb füv welche bie ©nrnme gmeiet 
infantinettgel^ftrigen «eitfhol^len ölel(^> 5 (Sentlwetctn if^. 

$luflöfuug. ^uf einet ^etaben 2inie trage man bie Reiben (in 
tig. 12. ttttfeiemQeir)>ieI 3,4 dentunetee 

9on einanber entfernten) Buim* 

pxintU /' nnb / ^iö- ^"f- 
2luf cinei; bcnac|>bartcn ^inie 
f(^neibe man ein ©tue! mn ab, 
»el((ed ber gegebenen ©nmme 
ber beiben jufamntengel^drigen 
^eirfnabieu (in unfcrcm galle 
ö Zentimeter) Qleie^ ift. 

9la(^bem bied gefc^eben ift, 
beff^reibe man um ben einen 
©rennpunft P einen ittti^* 
bogen rs mit irgenb einem J^albmejfer, me!cf)cr fletner ift mn, fcbneibe 
(inf mn ein ^tüd ab, n?el(^ed biefem äitabittd gleicb ift; unb \>u 
fcbreibe enblitb mit bem Siefl nm ben ^weiten 8rennpuntt F einen 
ihreidbogen tu, IDie beiben fünfte Jtf nnb Af , in »eitlen ji4 biefe 
beiben Äreidbogen fc^neiben, finb bann gwei ^nnfte ber^^tlipfe. 

2lnf gleiche ^eife fann man nun noc^ beliebig oiele fünfte ber 
eUipfe beftimmen nnb öber fie al^bann bie (Suri^e Rieben. 

3ur tiebnng confimire man ijier ©flipfen, für welcbe fammtli* bie 

Sniuiut ^lucier ,^nfammnu]cböri{^en §c{tftrat}Icu G Zentimeter ift; bagcgen 
betrage bcr ^bftaub ber beiben ^rennpuntte: 

«aiUr. analotif<i)c OMoracItlc. 8 
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füt hit erfle 5 (StnHmtta 

• » jiucttc 4 » 

» • brüte 3 » 

• • »icite 2 » 

9{ai^ Üudfß^rmtg biefev fdifgaBett wirb man Idff^t dBctfe^ett, baf 
bie ®ef>Ält bet (Sffi^fc fit^ dnem Itreife «m fo mtf^x nähert, je wfit^ef 
bei MU5?cvdubcrtci- Summe ber jafammenöc^^ßrißcn liicitjtra^leu bic beiDcn 
©rennpwnftc cinanbet flehen. 

£Dc( ^üi ifi eine i&JMpfitf f&c m\^t tti $lbjianb bcc beiben 9r«itii' 
^nittte ^Iei(^ 9{utt gwotbcn ifl. 

Knft b(T obigen ^eßnition ber ^Hipfe ergiebt f^c^ <ti(^ dn me^« 
uifcl^cö 33ei;fa{;reii , eine ©ttipfc in ctwaä gröpcvcm 5Haa^|>abe ttna ««f 
dnct Jtafel jie^en. Ü}lan fc^iagt an jebc bet beibeii ©teflcu, meiere 
bie QTenn)>ttn(te b» @(li|>fe werben foßen, einen @Hft ein, befefhgt an 
bicfen Stiften bie (Snben dnev ^mx, beten ^finge gicitib if^ bev ^&n^t 
bet bdben «eitftraljlen, fpannt bie ®(bnnt ntittelf^ eine« stifte« nnb 
beiüeßt C a IUI beu Stift in ber 3öcifc fort, ba§ bte ^dnuir flctd ßcfpnnnt 
bleibt, ^er Seg, meieren auf biefc Seife bie (^)>tbe be^ ©Hfted be^ 
ffbteibt, ifl eine mipft. 

11 ai0l<Aiiiig der EUipse. Sind bet im t)otigen $atagra)>l^en ge< 
^ebenen ^finition bet (Stti^fe täii fi(^ nun an^ bie ®Ui6^m^ berfelben 

ableiten. 9tcl)men wir bic SScrbiubinujölinie tci beiben 23icuuvniufte F 
unb P, ^ii]. 13, gur Slbfciifcnare, nnb ben ^nnft O, mi^ci in ber 
ÜJlittc gnjifcbcn / nnb F' liegt, jnm ^nfangd^untt bet (Sootbinaten, fp 
l^aben mit fut ben ^nnlt M bie (Sootbinaten 

«ifl. w. OJI = a? 

(Sd'fei nun ferner 

OF ^OP ^ E, 

fo Ijabcn mt 

Z2 = (i^; -f ay 4- t/2 . . (1) 

SBejci^nen wir nnn ferner bie Snmme jweiet jiifammeuöe^öriöen 
Seitfitablen mit 2 A, \t> ^aben wir ferner 
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l-\-V*=2A (3) 

tiitb nn^ btcfcu brci ^Ux^unc^tn fawn man burcf) (SHmination »ort l 
uiib l' eine (^Ici4?iing graifc^cii fccu ^cränbctlic^cn as uub y aUtiitn, 
wcI4« bie gefugte @iei<(^ttg bev <sai)>fe ifl. 

3ie|en »It ^Heit^ung (2) i>oii OUci^ung (1) ab, fo fommt 

2» — = {E ^ ay — (jK — «)« 

i^ud biefec (^(eict^ung ergiebt [i^ 

p^2llf + V^:^4^ . (4) 

mi^m^ (3) folgt 

^ 21V + Vi = AÄ^ (5) 

SKbbici man bie beibcn ©Icirfjuitflcn (4) unb (5), fo foinmt, wenn 
mau auf beibeu <Seiteu bui(^ 2 biijibict; 

bm^ Slbbition bev 0)Tdc^ungeu (1) unb (2) !ommt aber 

12 + V2 ^ 2(,E^ + 0!^ + y% 

alfo iji 

+ 4» = + j,». 

©efeen wir in biefet Icljtcu ©Ict^ung — au bie @iette »ou 
£3, fo ergicbi flc^ na^ einigen diebuetionen 

A9y9 -)- 5»«» = A^B^ (6) 

alö bie gefugte ©leic^^uuö bet (^Uipfc. 

Die Hauptaxen. der Ellipse. Um bie ^ui(^f(^nittd|>un!te bee 12 
tsnipfe mit ber ftbfciffenaxe lu finben, Ibaben ttit in ^Ui<|ung (6) mt 
y = 0 in feben; mit eel^atten al^bann 

— 3^ A. 

5)ie but^ bie beibeu Steuu^)uu!te gelegte Sibfcijfcnaic fd)ueibet alfo 
bie 6ai|)fe in |wei ^rnfttn R itnb Sig. 14 (a. f. »eli^e itm 
bie ^Ange 4 oom a)littelf>ttnlt 0 bet (Suri>e abfielen. 

JDie ^a!u]c — 2.4 tft bie gropc fixe bei (älUpfc. 3)a bie 
@umme ^toeiet ^fammengebö(igeu ^eit[iml^len gleit^ 2^1 ift, fo tann 

2* 
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20 ' ©tc OFHipfe. 

man att4 fad^ttr M ©ummc )ioei(Y^ittfaistmcitge(idrtgen 

Sc^ieu lüii in @lci(^ung (6) x = 0, fo erhalten an für bic ^urc^* 
f(|ntti#punr€ M unb iV, gig. ber (Sßipfe mit ber Orbinatenate 

^tt übflanb bcr UiUn $unfte if itnb »trb bie !Uiite 
$ljre bet ^Ut^fe genonnt. 

FM z=r PM uub i^W+P^/ =2^; fo i\t auc^ /^.U=^. 
Sic l^aben oben angenommen, ba§ 
^ = ^« — i^«, 
itttb in Z^t ift E bie eine Aatl^ete be9 tec^iminf eligen S)teie(S« 

/'OJ/, beffen ^9)potennfc ßlcid) A unb bejfen anbere Adtt^ete glet(^ j5 ift. 

^er 5lBftanb FO ciued ^reunpitnftc3 ^cn tcm i)üttet^>Uttft bei 
(^Uipfe tpi(b bie (|j:cent(icität beifelbeu genannt. 

gig. 15. 




13 Verliältiiiss der Ellipse zu einem über ihrer grossen Axd 
beschriebeiLen Kreise. Slu« <3Ui#nng (6) CTgiebt (li^: 

SBcnn nun um hu ^Jlittel^junft O einer (SHtpfe, gt(j. 15, ein Ärei^ 
RKS gelegen anrb, bciJen 9iabiu^ gleic^ i\t bet falben gtojen »re 
bei (äUi|)fe, fo ift feine (Steigung 

y» + X« = 

»enn »it bic (Soovbinotcn be« Äreifeö jum Untcrft^iebe t>on benen bet 
ßflipfe but(|) große ^uc^ftakn bcjctc^neU; mib alfo 
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Die gaipfc. 21 
^(^en mx A =r a, fo ^aben wir 




: 1 



ob» 

b. ^. bie gtt eincY unb betfelbeti $lbfciffe geldttoen Ovbinaten 

bcr ^Utpfc unb bcd ^rctfcd »erhalten fit^ eiuaiibcr, wie 
bie fleine Sljre ber (§ni))f( ber gri^^en. 

Gni^tet man alfo g. 9. in P, gig. 15, ein ^erpenbifel auf bie 
0Tof e 9lie, meli^ed in £ bie ISUipfe, in K ben Jtteid f^neibet, fo ifl 
PLi PK = B : A. 

^nrauf grüntet ftcfr ein mettcre^ 5>crfa!^rcn, eine (^(Itpfc ^n con* 
ftnuioi, mm bie gtü^e unb bie Ueine ^xc berfelbeu gegeben fmb. ^an 
befct^reibe um ben ^mU 0, »ett^ee bee 9ßittel))nnll bev lu eonjltttiren« 
ben iSUipft werben fon, gmei Iheife, ben einen mit bet f leinen ^ ben m* 
bern mit bcr gvotjcit 2(re alö .Oalbmefiei:. 33cti irijciib vinem $uufle 
// bc^ änderen Atrcife^ fade man ein ^erpenbifel IIJ auf bie i^inte, 
»eUbe bie geo^e Sfoe ber <Stti|)fe werben fott, unb gie^ ben SÜabiud 
9i>n bem fünfte 6r, in welkem biefe? Stabind ben Keinen ^eid f^net« 
bet, fäflc man ferner ein ^et^jcnbifel ouf /i^, fo ift ber gu^puult D 
bicfed $er|}enbifeli ein $unfi ber @aipfe, ba 
JDiJH=öGi OH 

nnb alfo on^i 

JD :JH=B i A, 
ba ia OG? = /i unb OH == ^. 

9la(^ bemfeiben liBerfal^ren fann man nnn fo ^iti $nnfte ber (SEi^fe 
fn^en, aU nl^t^ig finb, um bie <5utt>e mit (Sii^r^eii giel^en |tt fdnnen. 

dnr UeBnng confhuire man na^ biefer Sltet^obe i>ier <i1Ii)>fen; 
bereu grope STre für ölle 8 (ieutimeter »ä^>renb bie fleine Ure 
für bie er^e ....... 7 (Zentimeter 

• » gmeite 5 » 

» • Mitt 4 » 

> » vierte 3 • 

betragt. 

mt grof ifl bie d^mntricitAt filr iebe biefer Dier (Sai|>fen; 

Die SUipsentangente. Slnf A^nli^e Seife wie in 9 bie 14 
^lleiil^nttg ber Jlteittangente entwicfeft wnrbe, tiefe {i<( nnn an<| bie 
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22 Die GUiffe. 

©leidnmg ber gerabcu ?inie ermiiieTn, ml^t eine GUipfc in einem 
flegebcncn ^punfte berübct. 3)a al)Ct bic ?(uijfüljiuug biefed ^Jerfa'^unä 
gicmtt^ »eitlAufige Siec^nungeu ((fotbcrt, fo mücn mx lieber fogleicb 
eine attgemeitie SRet^obe etitmitfelii, mtl^t fi4^ bie ^lei^uttg ecn» ' 
Tangente (in irgenb eine iSurbe, beren ^tei^img gegeben if^, meit ein« 
fajj^er finbcn Kit;t. 

^cuu bie ^Icid^ung einer Qxixu gegeben ift, fo fann man biefelbc | 
^etd in folf^e gom bvingen, bai ^ aU Sunction bon « audgebrücft iji; 
fo ttqklt f!^ ^ S. and bee <S>(ei(^ung eine« Sttt\\t^, beffen SHittel« 
puuH mit bem ^lufaugjv'unft ßoorbtnaten jufammenfdllt, 

y = Vr2 — . «2 = (ra — 

Hn« ber mti^un^ ber (SUi^fe er^aii man 

n. f. ». ober allgemein ifl 

y =/W 

100 buri|^ M Qfii^tn /(ß) anftgebrAdt fein foQ, ba§ y eine gunctton »on 
b. eine irgenb loie* bon x ab^Angtge ^rdfie fein foll. 

gig, 10 @d Kcllc nun gt^v U> bie 

S (Snroe bar, welche bec (^leid^ung 
y = jfW «tttfpri^t; fetncf 
feien nnb y bie tSoorbtttaten 
eine« bejlimmten ^nnftcd 3/ 
ber (Surue, fo ^aben loir aud) 
xf =/ix'} . . , . (1) 
Sßenn nun (b. ^. bie 
«bfciffe Oi^bed@ttr«>enf>un!te9 
M) nm ein Stiul NU = h 
\vad)\t, fo ifl nun bie bet iab> 
fciffe etttf^re<^enbe Orbi« 
nate BP = MQ + QP 
= y -|- X)a nun aber P 
au(t^ ein $unCt ber 6urt>e fein foU, i;aben wir auct» 

lägt flc^ nnn/(^ + /O ftet6 in einer ua* ftetc^enben fPotengen 
oon h fortfc^retteuben dtti^t entwicfcln, »ad in oieUn gdHen fi^on auf 
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Qang elemetttewitt ffif^e m^liä^ ift. 3m OTgemeinen fliib We gactoten 

bct cufciuauki fülgcufccn ^^otcnjcn \)on A triebet guncHonen 'oon af^ 
bic »?« bei Oici^e nac^ mit/'(a:'), /'(a;')/ «• f. »• i>cici4>iiett 

+ Ä; =/(a^) +/"(ar')Ä2 -|-/''(a^)Ä3 + 

Siefen mx »on bicfcr (^Tct(liung bie ©Ictt^ung (1) ab, fo bleibt 

h =f{iii*^h •\'fißi^h^ +/«(a:')Ä» + 
wotand folgt 

|. = /C4r') +/'(a/)Ä+/-(4;')Ä2+ .... (2) 
h 

%tx Ditotiettt y <|l abet (ba A; PQ unb A = Jf (}) ni^ti 

anbered aU bie trigonometttfif^e 3:angcnte bed SinfeU, tve^en bit btt((( 
bie beibett <Sttt)»en^tttt!te Jf ttnb P gelegte ©ecante TiS mit MQ ober • 

mit bet Slbfciffenajce mac|t. 2)enfen wir und nun, bog ä fteiner unb 
fteinct wirb, [o rü(!t ber 5punft P nciticr tinb nä^er on ben 5punft Jtf 
^eran, um mit i^m ganj jufommctt$ufallcn, menn ä = 0 »trb. gut 
ben gatt aber, ba0 P mit M }ufammettfdat,.ge§t aber bie burc^ if 
P gelegte ©ecante in eine Tangente Aber, wet^e bie (Snri)e in if 
berührt. ^ 

9etra4lten loir ben Sert^ bed Quotienten y in O^fei^nng (2), fo 

ifi tlar, ba| bie mit h mnltipttcirten ©lieber ber Steide um fo (teiner 
werben, {e Keiner A mirb; für A :s 0 rebncirt {i^ aber ber Sertl^ )ene4 

Quotienten auf /(^) unb biefer ©renttoert^ bed Dnotienten welkem 

berfelbc um fo me^t nähert, je Keiner h wirb, ifi natürlich bie tri* 
gonometrifdb^ Tangente bed Einfeld, mel^ien bie in Jlf bie (Sur^e be« 
rÜ^renbc ®erabe Xr^ mit ber Slbfciffenaj^e ma^t. 

<Stt<^en wir bied bur4 ein ®eifj|>iel ^n erl&ntem. S)ie ©leii^ung 

einer 6ur^e fei 

y = m -|- na;'. 

^nb d unb y bie iSoorbinaten eined befitmmten ^nnftei» ber ^roe, 
fo ift anc^ 

@inb 0^ + A unb y ^ bie (§pprbiuate» eiue^ jiveiten ^unfte^ 
ber (Surüe, fo ift wk^ 
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ift aifo in Hefem gaOe gUi^ dn«'», tinb bied i(k tri^onometrifi^ 
Slatt^ettte be9 SBIttYcU, »et^en bie in «'^ (b. % in bcm fünfte beffen 

iHunbiiuUeii .t' uub 3/ f!nb) bte (5ur»oc bcritbrniirc C^etabe mit ^cl ^Ib^ 
fciffenare ma^t. XU (^Uic^ung biefei ^crü^unbeu ift bemnac^ 

y — = 3ny»(Ä — ! 
ba mit in (^teic^ung (7) @eitc 10 fui a bcnSoctot 3nar"^ ju fcfeen ^abe«. 

^€nben wit nun biefe SRetl^Dbe auf bie ^cfHmntnng bet StttiA* 
iangcnte an. ^nb nnb bie (Sootbinatcn bed 8etä(tnngd))unficd, 

fo l^abcn wir 

y = (r« — «'ä)'/. 

®€tK« »it 2/' + ^ fi5i^ i/' "«^ Ji^ + A für fo fommt 

-f ifc = [r2 — (4?^ + /O^j''^ = (r^ — — 2a^A — A2)Vt. 

®cten »itf — = ir nnb 2«** = fo W 

/ -f- /fc = (ir — ©V'^ = — V«'^"''^^ + 

wenn man — 0)^^ na4i bem binomif4»en i^c^vfat cntwidelt nnb nxö^i 
dbet bie et^e ^PQieng «on 0 l^inandge^t; »erben nnn füv nnb v wie« 
ber il^re alten SBert^e fubftituirt, fo ergieU fi(^ 

SGBiib ®(ei4^ttn0 (S) )»Qn i^Ui^un^ (4) ab0e|ogen, fo bleibt 
A = — 4- 

alfo 

_A _ h 

h ~ /r« — «'S 2Vr« — jc*« 
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k 

!^ 

tDenii mau für Vr» — a;'» feinen SBert^ fe(>t ^Die ©leic^uu(j eine« 
^traben, ml^t ben Sttti^ in hm $ttttltc htt&f^tt, iß bemnac^ 

üt)cieiit}ummai0 mit bem in §. 9 auf anbetein Sege gefunbeuen diu 
fultiitc. 

9{a(|^ bief(( aRdl^obe töft fi(^ nun <iu(^ (ci^t bie (S^Ui(|^uiia bec 
<SUi^fentan()eitte Bc^mmen. Senn «' itnb ^' bie GoorbCnntnt M 

iBciü^cungdpnnfted finb, fo ifl 

y'^^a^-^^-^yA 

@inb ^ + k unb -|- A bie ^oorbinatett eine« )»(iieit ^uitlUd 

auf bet eai)>fe, fo ifl 

92a<^ bet fo eben beim ^eife i^ovdenommenen (Sntmictetting iß aber 

mithin auc^ 

^ ^ A A Ya^ - A 2V^* — 

Jb — — 



k_ B 9f B Ii 

k / 

' '@ebt man in biefen SBevtl^ t>on ^ fuf V A^ ^ ben au« <S»lei« 

4>nnö (5) gejoflenen ®ett^ ^ unb ä = 0, fe ct^AIi man ben t^ven)^ 
toerti 

aU ben ^crt^ füc bie trigonometi;if(|)e ilaugenU bed SinfeU, welc^^en 
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26 tAt QUip^t, 

Ut gefugte 8erA|nnb( mii b« atfcijfctia» ntoc^i Süt (SUU^Hi htt 
Siangenie, wtlc^e Uc (SSIffe in beut ^unlt a^g' berührt, ift alfo 

» - y = - 5j' (* - **) (6) 

15 Besiehungen der Tangente zu den Iieitstrahlen. ^te ®Uu 

dmic\ cincö VeitftraHd FM, )^u]. 17, jucldH'r bur^ bcn öreunpuiift F 
ber (äliipic, bcffcu (Soorbinateu — unb ä'' = — JEJ finb, unb buid? 
einen ißunft M htt (SQijpfe, beffen iSootbinaten hux^ af unb y ^e^eic^net 
werben, tjl (^te^itng 9, ^eite 10) 

M on bie Wo^\t gesogene Tangente ST mit bem ^ettftra^l FU ober 
i>ieIme^T mit fetnef IBetlfingening ML maf^t, finbet man na4 ber 

a — a' 

Umq^iik — ■= — i , 

^ l -\- aa' 

mm man a = ^j-^— giinba'= — fcfet; ed ergiebt flc^ aföoann 



^«1/' {ic' + E) 

ton^.^ — ^2^, -|- — i^a^y' — (^2 _ ^2)^y'J4- ^Sy*^' 

; @ett man Ä^B^ füt Ay^ + B^ä^ unb JE;» fftf il« — J5«, fo 
foinint 

tang^u ^ ^ j^iy^ß — Ly\A^ + Ea^Y 

= ^ 

Um bic trigonomctttf^e JtaitQcnte beö SinJeU t? finbcn, welchen 
bie ^em^venbe ST mit ber IBedängerung be« anbent Eettftea^lö F'M 
ma^t, l^at man in ©(ei^nng (2) nut bae SSot^eit^en i»ott ir* Bit «»e(|^ 
fein, ed etgie^t fi^ aUbann 



'•t> = — 
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IDct SBfnfet u tfl atfo n^eic^ bem 9ltUntoinftl t>on 9, bcn mit 

























T 




0 







513. 18. 



bcr eine ^ciiftta^l MF' 
mit beiP^ectdttgettttigi/X' 
bed «mhttn ma^t 

(S« erflicbt fic^ bar* 
nuö ctu einfadn^S 5?er* 
faxten, hmä) einen gegc* 
betteii fißmH bcr 6ai)»f« 
eiweJlnngcnte an btefclbe 
gießen. 3ur Ucbung 
^iel)c man an einige ber 
frü^tc confhttirten (Stti^^ 
fett S^angctiteit bui;^ ^ 
tiebio ^ewai^tte iQcrü^^ 

(§iue burc^ ben ®e« 
rA^i:ttttd9|>nttft xt^txoin* 
feiig }ur Xangeitte gego« 
genc ®er<ibe »irb 
eine Ühumate genannt, 
^tc 9iöimaU MN 
^aUM ben iSDinfet bee bciben |nm l^etA^rnng^^nntt J£ ge^ 
l^aiigen iSeiifltal^Un MF unb Jlfi^S wie ßc^ and bem Obigen 
Ui^t nac^iueifen Idft. 

Dnrcli8Glmitt«iniiikt der EUipsentangente mit der Absoie- 16 
senaxe. IDie ®(e{^ung ber Tangente, rottet bie 6Qi)>fe im fpnntU 

«'y berührt, i(i, wie im §. 14 i^eseigt würbe, 

®etcn »it in biefer <S)(ei(|ttng 2/ 0, fo ergiebt jU^ fAr ben 

S)nr4^f(|nittdpunfi ber Sangente mit ber $lbfcif[enajre 

alfo enbliit^ 





' — — Wh 
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Sie Qüi^ii. 



^it ?agc bcd $unftcd B, giß. 19, in melt^em hU burcfc bcu 
$unft If bec (Sai)>fe an bicfclbe gegorene ^ugenU bie ^bfctffeu^ 
m f^nüMf l^ttgt atfo itnv «oti beit SBert^^cn i»ott i4 ititb «b, fit 
ifl unabl^Att^iQ !»on b. 1^. unaf^bai^ti] i)om ®ect^ bet Ueittcn SCire. 
©Clin alfü über bcrfclbeii ^tcgcn Slie i^erfcbtcbcnc (§lltpfcu conftruirt 
firib unb man in bcn fünften -Af, N, in welchen eine mit 
be( £)i:btnat<najEe pataUtt gcjooene ^inte bie m\^itbintn (SUipfm 
fi^neibet, Slangentcn an blefcKen ^ie^t, fo loetben aUc biefe Sangmiett 
bie Kbfciffenojre in bem namti^en ipunYte fi^neiben. 



$)arau6 crgieW ficb ein einfa(3^cd SBcrfa^tcn, bur(t enien i^c^cbeiien 
5Punft M einer (Stlipfe eine Xangentc an biefclbe i?u jfcben. ÖJlan jicl^e 
um ben SOlittcl^unft 0 bet (Sfli^^fe ciueu Ävciö, beffcii Dfabiuö fllctc^ tft 
be« großen $toe ber (Stti^^fe, }ie]{^e al^bann bu((^ eine ^tnie rec^t» 
»inlelig im ^bfciffenoxe unb (ege bann hnt^ ben ^unft P, in wtmtm 
biefeö ^cr))enbifet ben Äreid fc^neibet, eine ^J^angente an bcn Mxti^. 
ijiel;t man enblicf) tom ^?unfte 7?, tu it?cici)em bie ^(teiöiauiiente bie 
Sibfciffenaxe f^^neibet, eine ^inte nac^ M, fo ifl bied bie oedangte Wip* 
feniangente. 



9i$. 19. 



\ 
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p at ab eh 



Die Gleidhung der Parabel, ^ic ^axuhtl iß eine eSene (Sum, 17 
toel^e Wc ©igcnf(^aft ^at, bdj jeber ^unft M berfctOcn gletcb meit ettt* 

gig. 20. f^^nt tf^ öou diicm fcften 

%untit F, gig. 20, bcm 
9fentt|>itttft ter spatiu 
M, itnb )»ott etnet ^etd' 
bcn Sinic njeldjc 
ben 91ameii bcr 2)trec^= 
trtr führt. ©3 ifl alfo 

bem «Ott Jf auf bie ^t« 

ucaiv gefällten Cpcrpcn* 
bifcl MÄ. 

0le^men mit bad bnn^ 
jP auf hU ^imMx gd* 
fdfltc «pcrpcnWW GX 
^ut l^bicificnnre, fe ift cd 
nar, baS bcr gJunft 0, 
tn mctcf^cni bie $aiabc( bte Slbfciffeitajre fc()neibet, in brr fßliUt iwif<t»ett 
ttttb f legen muß, bag ölfo G^O = OF. Stemmen »it ferner ben 
ipnnft 0 pim SlufangS^nnft ber ^ootbinaten, fo ift 0^ bie «bfciffc a? 
uub Tv'J/ bie Orbinatc y be§ ?Punftcd M; e0 iji bemua(|>, wenn mau 
bie Mn^t OF mit /> bcjetc^net, 

HM =:GN=^a +p 

GN^ = ä2 + ^pa + p2 (1) 

(S9 i|l aber ferner 
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FM^ — MN^ + FN^ = MNf + iON — OF)^ 

FM* = 1/2 4- — p)2 

FM^ = y2 _|_ ^2 __ 2pX (2) 

SD« ober i'W = GN fein f»n, fu ip FM^ = ober FM^ 
— =s 0. 3ie]^t mon ober i^Id^^tiud (1) t>on (S^teic^n^ (2) ai, 

ober tfl 

t/2 — 4 p. r (3) 

bU gefuc|)te ©tcic^uuf) bei: ^aiabel. 

Um ed Auf^iauttc^ gu machen, wie eine fot^e %\d^m^ ben &iuf 
einetr Intmmen %inie batfhllen fann, moflen wir fnt einen fpecieQen 

SBectl^ i9on p bie gufammcnöctjörtöen 2Öcrt^)c »on x nnb beregnen, 

wclcfjc bcr ®lclclntit(i| (3) genfiöcn; unb bnittt bicfclljeu lecVtiuinfciigc 
(loccbittateu auftcageu. gü( p = toub bie ^Utc^ung (3) 

feten mit in biefe ^tei^ung bev dleil^e nat^ bie in ber erflen dotuntne 

ber fotfjeiibcn ^tabeffe »crjcit^ncteii SÖett^e V)ou ar, fp ctcjcbcu fi^> bic 
Suqcberifleu SBertbc \>on ^, n>ie (le in bcr jmciteu (Solumnc btcfcr Sla* 
bette eingetragen fiub. 




ber Slbfcijfcnare OX bie 5puuftc 
be^eic^nei würben, meiere um bie l^dnge Vioi Vior Vior ^ f* ^* ^S^nti^ 
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nictcr öon 0 entfcnit fiub; in jcbcm btefer fünfte jruibc alcbauii ein 
^ei^eubifel errichtet unb auf bemfelbett bei cntfpre(^eube ^eitt; Don y 
tia^ berfetbcn Längeneinheit anfoetragen nah enblic^ bie fo etl^altenen 
^i))fe(|»ttnfte ber Ocbinaten hm^ eine humme i^inie oer^unbcn. 

Sebent ^bfciffen)>unft entfpric^t ein ^oßtioec nnb ein negative; 
SS^ttif^ ift y = ± V^Ipi. 

y für negative ^eet^e twn « imaginär mtrb, fo txftxtät fic^ 
bie $arabet Don 0 and nut na4^ beit yoßtioen Seite bee ^bfeiffenajte 
l)in, nacfe bicfcr ®eite nUt tfl fxt nnlbegrcn^t, b« y für jeben noc^ fo 

gro^tu vn^uii^cu iiiciii; tjou .r etilen rccticii ©evtl; i)(it — $)en 5Jjuuft 
0 mUtn mt bie ^{)i^e bec i)^arabel ueuueu. 

^iiö ber üben ;]t\^clcueu ^t'efiiüaiMi ber ^arabel crgicbt fic^ fclgcii' 
be3 5?crfal)rcn, bicfe (iiuüc conftruircn, obue erft bie jufrtminciißclKht^ 
geu ^ert^e oon a nnb y betei^nen. 9la4)bem bie ^bfciffeuaxe ge^ 

^ogen, bef 8renn)>nnttF, 
%\^. 22, unb ber $unft 
G bfjetd)»ct i\tf in «jcI^ 
c^em bie 2)irectrir bic 
^bfcijfenajce fc^neibet^ 
gie^e man bmc^ einen 
Beliebigen $unft Ä bet 
2(bfciji"cuaic ctncSiuie5 T 
recbtminfelig luGX unb 
befct^ieibc aldbann mit ber 
^Ange BG oU fftaUm 
nm bcn Srenn^unft F 
einen Ärei^bügcn. 5)ic 
beiDeuI)ur^f((>nitt^punhc 
unb btefed Sttti^* 
bogend mit bem sperpen« 
bifet iS IT flnb nun ^wei «Punfte bet Parabel/ beren man ouf bicfcibe 
^eife noch beliebig viele ftnben fann. 

@ine (inberc ÜRetl^obc, bie ^Parabel ju conftruiica, ciijtebt fid; auä 
ihrer ©leic^ung, benn nncf^ bicfev ift bie Orbinate i/ bie mittlere ?Jro* 
jportionale |»if4en « unb 4p. i^lachbem man auf ber ${bf€i|fenajre ben 
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fßumpmft F unh bie ^pil^t 0, %{^. 23, bct ^OTabel be^el^net l^at, 
trage man \)on O aud nad; bcr ucflatioeu ^cite bcr ^Ibfciffcuajce ^iii bU 

Stg. 28. 




Söngc OiV^ z= 4^0F auf. 8üÜ nun bcr gut 2lbfci))e 0// gehörig« 
$uttft ber Parabel gefu^^t wctbcit, fo bef(|»(eibe man um ben jioiff^eit 



0t8. 21. 



^ imb JV in bct Sli^itte 
licflcnben ?5ttiift C einen 
^rei^ Uli! icm O^Iabiud 
unb etrid^tc in O 
ein $et)>enbtfel, ivelc^ed 
ben j(retö in fi^ncibet. 
(Sni<^fet man nun fetnev 
in // ein iverpcnbtfel auf 
ber ^iljfciiTenaK, fo ift 
ttu ^unttM, in mU^m 
biefee Qer^enbtfel »on 
einet pmUtl mit ber ^b^ 
fclffcnajcc burcfc 7 gego* 
Qcnen ^inte getroffen 
»i(b, ein $unft be^ ^a* 
taM. 

gür ben ^reuupmift F ifi x = siefeeu n?ir bicfen ®ertb »ou 
« in (^Iti^m^ iß), fo (ommt 

^ie gum Siennpuntt %t^^ti^t Orbinate Fa, $ig. 24, ifl alfo glei«!» 
2p, atfo ift ber bem Srenn^unft JP entf))re(^enbe3>ur(^meffet ab gleich 4p. 




4 
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^et paradet mit bct ^ixtttcix bitt(^ ben lOremtpHnft gezogene ^ur<|« 

lucjj'cr «ft ber ^arabcl wirb bcr Parameter bcrfctbcn genannt. 

Aufgabe. SDlan confhuire nad^- btn Reiben oben (inoegebeneu 
^ti^obtn SParabeln, beten ^arametei; 2, 3, 4 nnb 6 Zentimeter i% 

Die Parftbeltangente. Und btt ®Ui^\m^ (3) 30 ergtebt {l^ 18 

@ett man in biefec testeten ©(etc^itu^ y k an ©teile 9on 

uub ^ 4" ^Stelle »on fo fommt 

2in bei: nac^ fteigenben ^oten^en t>on A georbneteu 9iei^c ift alfo 

X 2^ V^f" Sftctot bct elften J^otenj »on ä. Söc^eic^* 

neu wir alfp mit w b?u Qöiufel, welken eine im ^«nfte x'y' an bie 
^atabet gegorene Tangente mit bei: Slbfciffenai« macf^t, fo iß * 

r.« = VI' 



?luö bcr mtx^nn^ ber ^JaraW erfliebt a = fcfcen mir 



benuiact} au bie ©tcUe \)ou a,' fdueu Sert^ 5—, teimul 



4j> 



§i9. 25. 



iang,u 




-Ii 



mütUt, «nnlvHfd}« (Bcowetrit. 



3Me ©Tcic^ung einer 
©eraben, wel^c bie 5pa*= 
xahtl in bem fünfte a'y* 
Ut&^xt, ifi fttfo 

y-j^=^Ca?-^) (1) 

«eitftraWe«^^f gifl-2ö, 
melier hnx^ ben 9renn<' 

punfti^ bcr ^arabel ^]d)i, 
beffen doorbinaten f^nb 

= p nnb — 0 
s 
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unb hm^ beti ißunft M, 
{inb uub i|i 



gtQ. 26, bev ipttTüMf beffcn dooTWnatcii 



3^ — 1/ 



«fc«, wmn mau in bcm gactot. jj^^ fut ä?' feinen SBett^ |^ fefet, 

^ic ^ngente bcd SinleU ml^tn bei bn(4 <§»Ut4^uttd (2) 

bargcfleffte Settflrai^t Flf 

mit ber ^Langcntc ST 
(®lei4niuö 1) mad-t, er- 
fiiebt fic^ aud b^r &Uu 



$13. 2G. 




4py' 



fflaify Slttöfü^nmg aHer 
9{ebuctionen fiubet ntau 

2p 

e§ tft a!fo bcr Siufcl u, midien bie ^Tanoente ST mit bei «Bfciffem 
flxc madi, ßtcl^ bcm ^Zebcnwtufel bed ©tufelö wellten b« «citfha^l 
F M mit bem t)on M aufn>artd geri^teien Jt^ ett ber XanqtnU ma^t, 
e» ift atfo 2(,u = 2(.t «Da «ber ferner 4z = 4:1/ (al^ ^i?ed>fcl 
mwid), fo tfl ai4 = 4:^; bic 2:anöeute ^atbirt aifc 
bell SBiurd, »elfj^en ber «eitfito^^l i^^Jf mit ber «iutc MH 
mocbt, toe(#e t)om ^eru^rititdd))iiurt M parallel mit ber 516* 
fciffeiKijte na^ ber iteßatiDeit @eite bcr a; yxw öcsoi^cu \\L 

Stuf bie eben iHnqctiaijcucii Sät?c t^iüubeu fi(^ jtvci ^Jlet^obeii, burcb 
einen öCöebenen^JunüJi bcr^^arabcl eine iLauftente an biefelbe jlel^eii. 

1. 2Äatt iie^e 90m Ipmifte M eine ^erabe na(( bem «rentt^)«ttft F 
Mttb eine gweite MB ^«raHel mit ber abfciflenajce na(( ber negativen 
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(Beite x \)m. ^ie ^albirungdUnie bed Sinlele HMF ift battn bie 
ijeitangtc Tangente. 

2. 5Da ^< = 4; ti, fo mitS (itt(ti HF = MF fciiu SRan gic^e 
atfo ben sum Qerül^cunc^d^imlt M gcprigen l^eitflral^t Jl/F unb f^neib^ 

(jf^bann auf ber Slbfciffciiaxc \>oit F bct ncgatti^ni (Seite ber x ^in 
ein ^iüä FR ab, mi^i^ bcui Seitftra^l FM qXü^ i)t, fo tfi M ber 
$uuft, in ml^m bie d^^U(|^te Tangente bie W>ftifitm%t fc^neibeit muf, 
i2if alfo bie 5lanfiente fet^fi. 

3nr UeBttug ^ie^e matt Beiben 3)2et1^oben Zan^tnttn Ht^ 
öcrfc^ncccuc ^^uuftc bct früher coiifuiuitcu ^Parabeln. 

(^itie buv(|> betti@e(utliun9d)>unü M tt^ivoinUU^ ixix ^an^cnfe ge^o^ 



ffite ntflu nac^ bicfem für einen gegeBcneu ^unft bet ?parabel 
bie fRoxmaU ^ie^en fauu, bebarf ivo^l feiner weiteren (Erläuterung. 




Sift. 27. 



S 



0ette Sinie MP, gig. 23, wirb bie 
fllüxmaU genannt. SDirb nun i»on 

J\[ nuö eine fiiuie MX ^>arallet mit 
ber ?lbfciffenajce ber popti^en 
(Seite bec « ^in gebogen, fo ifl nac^ 
bem Obigen teidit gu Bemeifen, bag 
ber Sinfet », mX^tn bie S'tornmre 
mit ML mad}i, glcid? i\t bem SBinfei 
1', welchen fic mit bem Seitjirat>l MF 
ma^i, bat atfo bie 9lormaie ben 
SBinfel FML ffanixt 
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19 Definition und Construction der Hyperbel, ^ie ^}^}ßtiM i\t 

(ine (änm, ml^t bte iSi0enf(^aft ^at, bag bie ^Iffctcit} bef htU 
ben Doit einem ^nnfte M, gtg. 28, be« (5nv9e na^ {wei fefteit 

tig. 28. 




^unfien F unb jF' gejofienen ^eitfltai^Un eines c«nßanteit 
9ir0fe glei«!^ ift, bie wir mit 2ii (egeic^nen »oVen* 

©ittb atfo M', M", M" weitere fünfte berfelben »^ppcrbcl, gig. 28, 

fo <fi 

FM — i^-'if' = i^'if — PM^FM*^FM*=PM**^FM»'=%A 

^te Beiben ?]3unftc 7^ unb F' ivcrbcu aud) bicr bet SlnaToQte lucgeu 
^öteunpuultc genannt. 3^(e (Sntfernnng, welche mi mit 2 is' begeic^?^ 
nen motten, muf not^wenbig gffl^ef fein bie ^iffefen§ 2^; bcnn 
^eseic^nen wir |mei ^ufammenge^adge ^eitfh<i|^Ien mit l nnb Z', fo {int 



Digitized by Cov.;v.i^ 



Die ^fttM. 



87 



I, V nitb 2 E He btc( @e<ten ciited SDrete^e^ itnb ba hit ^untme gmeier 

(Selten cined ^)tcicd^ \Hta gvotjcr fdu uiu^ aU Ht brittc (Seite, fo ift au4) 

2E+ l' > l 
tfl aber au^ = l — l\ alfo 

2 E ^ 2 J. 

Hin ^^fjerbel ift burc^ ben Slbj^anb ber betben $i:ennpunfte 
unb bit 5Diffeftn} 2A gweiev gttfammettfte^evigcti i^ÜftiabUn ^oll^äiibi^ 
Benimmt unb fann na«^ biefcn ^aten conffamfot werben. 

Um biefe ^onfhnctlon an^^ufubren, trage man auf eine gerabe 
ftittie XX f gtg. 29, bie beibeii Stcuu^juuüe F unb auf, bc^eic^ne 

29. 




ben ipunlt t>, n?clc^cr ^unittcn beiDen in ber SD^itte lic^t, unb trage t>on 
ilbm att9 auf ieber @eite bie Mn^e 022 unb OiS gleii^ Ä auf, fo finb 
unb i8 bie beiben @piten ber .g>9^erbet. S)a FO=sE unb Oi2=i4, 
fo ift alfo au^ Fi? = £^ — ^4. 

SWan ft^neibe nun ferner auf einer bena(f)6artcn "^tnie bie San(^c 
ah = 2A ((hf befc^reibe um beu einen ^renn^unft F einen Stui^^ 
$o0en mn mit einem beliebigen Slabitt«, »eT<|er grdfer ift aU £ + 
unb f^neibe fobann auf ber bena^barten Hinte ein @tftd a< ab, mel<f 
<ibe« gTei^ ift bem 9*iabiuä beä Ärciöboöen^ wn. ©ef(^reibt man nun 
enblic^ um ben anbcrn Srennpunft P einen Äreiöbogen mit bem fRa^ 
bind hCf fo fmb bie beiben ^untte M unb JV, in weichen bie betben 



Digitized by 



S8 



Die ^)9i>crW. 



fpunftcu M' unb A^' pubet man fubauu, lücuu man um bcii *l?uttft 
einen ^reid mit bcm 9iabiu5 (u% unb um ben JBrenu^junft F ciueu Ätci^; 
bodett mit bau diabiud bc bef^rcibt. Sluf ^leic^ Seife lajfeti fic() bann 
' no4 beliebig t»iele fünfte bet ^i^ptxUl finben. 

ÜJlan confhttite ouf biefe SÖeifc fünf ^9perberu, für mld^c fdmmt^ 
lidf 2A =z 4 (Zentimeter ifl. IDer ^bftanb 2E ber beiben ^unm 
fünfte fei 



30 Die Oldioihimg der Hyperb^. ^Bit mUtn, mit bei ber ISflt^fe, 

bie iJetbmbunflöUuie ber beibeu ^vcuiipuuüe F unb F', gig. 30, ^iir 

Sig. 80, 



Stbfciffcnare unb ben ?nnft 0, »el^er swifcben jF* nnb F* in ber a^itte 

Hegt, ^um ?lnfaußö|)uuJt bct ßeorbtnaten nehmen, ^cr i?(bi"iaub 0F=0F 
foH auc^ l)itx mit E be}ei(^uet werben, ^eieicf^nen mi fecnet i'^Jtf, 
9i0. SO, mit l, PU mit V, fo ^aben »it (üeigt 11) 



filv bie evfie . 

« • imeite 

•» » brtttc 

• » uierte 

• • fünfte 



4,4 Q^entimetcr, 



4,6 • 

5,0 

6,0 • 
8,0 




= (jc -f Ey* 4- y2 



m^xi noc^ bie ^lei^ung 
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fommt. 6innbinirert luir btcfe brei • ©Ut^miöcn in betfclBen Seife, «He 
mit fccH (^Ici(^uuöeu (1), (2) uub (3) iu §. 11 ^efc^c^icn tfr, fo 
befanden mit aucf» ^iet bet (^Uic^una 

^ + ^« = + ^» + xi\ 

©efcen a^er, ba E not^wenbia gröfet feilt nmf afd ^, 

J^a = ^s» 4- 

^2^2 — if2;p9 = — ^3^2 ...... f . (1) 

n>et(^e« bie ®fei^ung ber ^p^jettet i(l. ©Ic unter fc^eibct flc|> »on ber 

<;>Uc{c^un9 ^^'^ Mi^^fe babiircf), ba§ afle mit B'^ niulttplicirteu ©lieber 
t»a^ entgegengefe^te $oiiei(|ett be( eui)p¥ec|^enbeu ©liebet bei: (^üipfeti^ 
9lei($tttig l^a^ett. 

^ ± ^ V^nrji (2) 

für |>ofltti)e ober neQöHoe Settll^e welche ^x^%tx Jinb 

at0 gieH biefe ©leidjmu] rccHc 33ertl;c üüu bte ßur^e beginnt 
alfo etnetfeitd erft tu einem fünfte anbererfeitd etft in einem fünfte 
^, wetcfie ibcibe um bie Hit0e ^ «»om Slnfau^d^unft 0 ber (Soorbinateit 
<i^f^ft>en. gär * = ± -4 »Irb «ier y = 0, bie fünfte B, unb 5 flnb 
alfo juöü'id) bie ^I)ur(^)fcf»nitt6punfte bcr (^uroe mit bcr Stbfciffeuare. 

JDa jebci: beliebige pofitiye ober negative Sert^ \M3n a?, wenn et 
nur ardfer ifi a(« ^1, reeOe äßeri^e Don ^ ^iebt, fo muf jiff» bie (Suroe 
90tt 'S (itt9 na^ ber ^üfiit)>en, «>on 12 aud nai^ ber negatiDen @eite ber 
X l^in iuö Uueubli^^e crftrccfen; bie (5uri)e befielet alfo, tt>ie aucfc bie tm 
Vorigen ^Paragraphen befprocjiene (Sonflnictton bavt^ut, ouä jwei getrenn* 
ieu ließen, beren einanber ^ugefelirte ^j|>i(^en i2 unb ^ um bie ^änge 
2^ Don einanber entfernt fmb^ welfi^e bie $att|)tajte ber .^ipperbel ge^ 
nannt wirb. 

S)ie %xh%% B, bie zweite ^xt ber ^p^erbet, ifi tei<^t burcf» (Sonftrue« 
tion gn finben, benn ed iji 

5« = E'i — i4«. 
ÜÄan iie^e alfo um ben^unftO, gig.31 (a.f.'S.)/ einen ^reiö mit bem 
^atbmeffer OF* unb enicf^te in ein ^erpenbifel auf ber Stbfciffenaxe, 
fo »irb biefed g}er))enbifel ben Sttü% in einem fünfte P trefen; ba nun 
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SP bie eine Jfnt^ctc eiucc red)twinfet{gcn ^^reicrfö \n, tcffui .5>9j)üteuufe 
0F= E unb bcjfen anbcrc ^at^etc 05 = A, fo ift au4^ -SP ;= B, 

81. 

ife S ^ . 



in 









/ • 






• 






yn ü s\F' 1 





// 



EBie 0(0$ iß B füt bie fünf ^j^^erbctn, mX^ am ^(uffe be« 
S. 19 iu eott^iren aufgegeSen muvbcn? 

(Sine Jg)9^)erbcl, füp ivelt^c ^ = j5, wirb eine QUit^fcitige 
Ipetftet genannt 

SlnfgaBe. fDlan eonfintire eine gteicf^feitige ^^^fttUl, filv »eI4« 
il = B = 4 (Zentimeter if^. 

SDie gcoß i|t JH für tieje ^^^erbei? 

21 Die Tangente der Hyperbel, ^it (yieid^img ciuci: öeraben tinit, 
meiere bie ^ppttM in einem fünfte M, gig. 32, betü^ft, beffen i&oou 
binaten ic' unb 9^ finb^ (ie§e {l^ nail^ bee bei ber @((ipfe unb bet 
tnBet anöcwanbtcu SDZctbobc leicht enuittetn; wir fommen aber no(^ 
tcidjter ^um ä^cl, wenn wir jitfoTi^c bcr ;;wtfc^cu ber J&pperbel unb ber 
eflipfe bej^c^cnbcn Nidation in i?er ©Icic^ung bcr @ni))fentanöentc 
(ßiti^m^ (6) ©eite 26) bad i93or|eifi^en bed mit jB« mnltiiplicirtett 
(9Iiebed in bad entgegengefe^te temanbeln; ed ergiebt aUbann 



y — y = - jT-; — 



(1) 



M bie (SJleic^ung bcr c^pperbcüanöcutc. 

Analog mit bet i&üii^ft evgiebt 1l<^ aUbann au^, baf bie ^n^ente 
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TV, gi9.32, wetf^e bie ^pperBct in bem ^punfte MUt^xi, benffiinM 




(Sbenfo erö^cBt fl^, bag bic 9lomaIc AfQ be« J&9petberpunfte« if 
bcn ©infcl {)aI6iit, welken ber Scit(^ra^>l F'M mit bet SBerlangeüUttö 
ML bed anbent l^eitftra^Ud ma(^t. 

3tt¥ UeBttttg gic^e man 5£aitgenteti itnb 0li)ntia(e buti^ beliebige 
Limite bee ben frül^eten Sfttgaben confhuittcn ^p^eebettt. 

3)ie trtgonomctrtfdjc ^aitcjente beS ®tnM# tV tt>cT(ftcn bte im ^Pttitfte 

bte ^p^evbel berü^cenbe ©erabe mit bec ^bfcijfenaxe mat^t, iß nacl) 

@(eic|)ung (1) '~^i^f ^^^h ^^^^ f"'^ H' feinen ©ett^ ic|}t, 

tang.v = — ^ , ■ .«..«.... (2) 

2)ee JJiunft, in wctdknii bte J^viitgente bic Slbfciffeuare f^uetbet mirb 
gefttitben, »entt man in ®\tx4^m% (1) i^ = 0 febt <i^^ evgtebt (14^ 
.ildbann 

uub ba ein $unft ber »g^^jerbel ift, 

(8) 

Die Aeymptoteii. 9ta(| (Stei^nng (3) toivb « nm fo fleinet, 22 
je giü^n- ^' »ieb, b. 1^. bec ^nrc^f(^nittS^unft ber Tangente mit ber 
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je todler bcr ®ehl^i;ttndd))ttnft megtö^t, fiSt = oo wiib = 0. 

^Dimbirt man B«6lcr uub 9tcmicr bco :i^scitl^ci3 i^cn tany, v in 

tang,v = 



* >i 1/ 1 — 

ein 2öcrtl&, welcher fiit ^' = 00 in 

fil&ev0e^t. ®hb olfo ht gig. 33, ein fper)»enbiM cnicdtet, itac^ 
©Ben ttttb imten bie Sfinge 5P = 5Q = Ä «iifgetrößen, fo fmb 

bic i^üu 0 über P uub Q Qcjoi^cucn @frabcn ZiV unb L'N' bic 
Tangenten; weicht bie beibeu %x\\k X^n S^^)^ixhü tu uucubUdKi i&wU 
femung bertti^ten merbeit. £iefe beit ^bfctffen ^ = + 00 entfpsecf^en* 
beit 5£angcnten toetbeit bie Slf|^m|) toten bet S^i^^tthtl genannt. 

ßwifc^cn bcn 5lfvm^)toten nnb ben entfpre(^cubcu v^pper* 
beljjüci^cu finbet eine um fo gtoferc ?linidl)cruug ftntt, je 
weitei; mau fic^ ^om ^DiitUtpuuf te 0 bcv «jp^penbet entfctut. 

gitr einen $un(t bet $9))eibel l^aben loic 

= 15 • 

für einen Jpunft ber ^(fpmptote ba^ed*-''' 

ß 

obec 

i/^ = ^^^ C2) 

iee|ei(|tten »tr mit bie lOrbinate JK eine^ ^^^»efBelpttnfte«, we(<^e 
einet beflimmten Sbfciffe tni^pxid)t, mit 1/" bie Orbinate JE eined §tt 

bctfclbcu ^ibi'cijic ö^^ö'^^Ö^^^ ilJuufte>3 tcv yifi)mptotcu, fo et^dU man 
bnrc^ ^biie^eu bec Q)(et(^ung (1) ^ou (t^ieic^ung (2) 

y«« 2^'2 =S jB« 

Of" ~ (y ' + yO = 

?(b|uinb //ii = y — 7' jivifAcu bet 2lfr>mptote uub beut 
,£>p|>c(beia(ut toicb olfo um fo tUiiut, ie gtö^et y' unb »icb> e( wicb 
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f^on fe^v beuitic^ gu erfel^en, »eil fftv biefe ^v^evM gteit^em Settl^ 

»on -4 ba ^icitl^ bcr jweiten 8(jce i? üicl ftciuer ift, ald für bie in 

Big. öö., 




gig. 33 g<|eif^nete ^^pevBct, olfi> ber S»t^ =: 



unter fouft gletcbeu Umiidnbcu füc bie ^i^petbel gig. 35 oiel fUtnec fein 
mut, atö fii( bie .iß|^)>erbel Sid* 

Si¥ »etben fpAiet no<i^ anbete toU^ti^e iSig(nf<|afiett bei Slfpnu 

^toten feuueu lernen. 



Siraudforotation htt Soi^it^inakm 



1^3 Die Oooidlna&n eines Punktes bezogen auf Tenehledene 

Axenäysteme. ©ejtcTmitij auf bic (Joorbinatcnarcu Oh unb Oi, 
gig. 36, fmb ÜQ = X uuO MQ = ;?/ bie ^oorbiiuiten be»^ ^^uuftcjj 3/. 

^egogeit auf ein }meit(« Slxenf^flem, beffen $b:en tinb CJ^ 
mit ben entf))re<$enbeit Sben bed erfleren paraM laufett, ift €N = X 
bie Hbfdffe unb NM = F bie Orbinote bed «Punfted 31 ©inb nun 
OB ^ a unb CR = h bie ^oorbinaten bed Stufanc^^j^unlted C bed 
|»eiteu i^jccufpflemd belogen auf bad eiße, fo ifl offenbar 
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^nfen wit «n« aUt ferticv bitT<^ benfctBcn $imh (7 ein bdtic» 

v^^flem rcc^twinfcUget Iben Clj unb 
C\ gelegt, fö — 3f wnb 

Xif = 9 bie (Sooibinatcu bed $unf^ 
te0 Jf in 9c|k^tind auf biefcd btitte 

@d iß nun 

r = — LP, 
SBiib ber Sinfei tC./, melden 
bif Slfe bet f mit bct ^xt Ut X 

xmd}t, mit a bcjct(^nct, fo ifi 
LS z= PN = CN,sin,a = X.dn,a 
S M — <j<w, IX = y . CO«. « 

CP =z CN .eo9,a z=s X,eo8,a 

LPz=SN=: MN.mua = y.*m,a, 

alfo (nbtM 

jf = X.coB,a — Y,mn.a \ ^ ^ 
Crften »ir för ittib Y ibw oOtgcn Sctt^e, fo Immi 

— (ß — a) sin. a -\- (y — Ii) cos. a ) 
% =z {x — d) COS. a — (y — b) sin. a ) ' ' ' 

ober umgele^ct 

t/ — /'-(- q COS. ci — X sin. a ) 
Äi = a -j- 9 a ^ X C08, a\ 
3ti nun 

bie ©Uic^uug trgenb einer ^uroe in i^e^iebung auf bad brittc ber obt^ 
gen dootbinatenf^ßeme, fo l^t man nnt fftt x nnb i) ib^e ^eetbe bei 
(3) IM fe^en, um bie <SI(ei(^ung berfelben Gnm in ^ejiel^ung auf ba6 

erfte 2(renf9ftem ju cii;aUeiu 
(5§ fei i. ». 

bic oMcid uit ] einer auf bad brüte iJUenfppem belogenen öUi^jfe, gi^. 37 
(a.f.@.) fo baben »ie nnt bie obenangebenieienSubfHttttioneninmaiben, 
um bie ^fei^ung bee (Sllt^fe auf bad erfle Stjrenf^flem belogen etbattem 

SBir ttjoncu :^ier bie augcbcutcte 3ubftitutton nicfet burc^fü^ren, 
foubern nur untcrfuc^cn, welche gönn bic ©Icidnuig bcc (SUipfc burcb 
eine foUbe ^(andformation bet (Soocbinateu amt^^mvi »iib. 



(3) 



(4) 
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Sran^formation t>tx Soortinateiu 




SÖcuu mau bcu bei (3) gegebenen fficrti; v>en ij ouf baö Quabrat 
ergebt, fo erholt mm üntn Sludbrucf, beffen etnjclne ©lieber multi^>Ucirt 

919. S7. {Inb mit be» t^actabclngactoren 

y*/ « «»^ y» eitWi# 
fommeit aiic^ not^ ©lieber öor, 
»veld^c nid^t mit einem i^aria* 
t^cln ^Nactot behaftet {inb. JDaf* 
felbc gilt t>on beut auf^ Ottai? 
brat et^o^etten SGßettl^e Don t ; 
fubftthiirt man alfo in bie ©lei* 
d)ung (5) fiu- x unb g i^rc 
SBcrt^e bei (3), fo wirb bie 
&Ui^m^ n^tl^menbiobieSom 
Ca^ + Dy^ + Easy + Fx + Gy = II . . (6) 

ouncbmeu. 

3u einet ©leid^nng bcrfetben Wotm, uÄmlic^ ju einer ©tei^uug, in 
ml^tr ein ©lieb t>orfommt bel^aftet mit eiucd mit y^, eitte^ mit «y, 
cined mit x, eincd mit y unb enbli^ eined ofine i^aiiaMn S^^tor, ge^ 
(<itt0t man aBcv au^, »enn man bie ®(e{d)ung bec fßaMtel itnb 
bic ©Icicining Ca .«pi^perbcl in (jlcitbet '^^ii]c tranöfonnirt, w>ic ed oben 
für bic ©fli^fe augebeutet njurbe; mau gelaugt ebenfalls gu einet 
(^Uid^m^ «>on ber bei (6) gegebenen %om, ml^ ftd^ »on ber ©let« 
4nng bet (S(U)>fe nnv buf^ ba9 @(d$ent»er$Anniß nnb bie S3ot|ei^en 
ber conflanlen gactoren C, P, E, F, G nnb H nnterfc^ciben werben. 

5)ie angcmeiuftc gorm etucr ©tcie^uug ^weiten ©tab^ö, ivie fie bei 
(6) gegeben ift, te^rafentirt alfo je na($ bem Sett^ ber conßonten 
toren eine $arabet, eine ^^^erbet ober eine (Süipfe (ber Stxt\% ift 
nnr ein fpecieder galC ber ^ftipfe) nnb bnr^ llebergang i>on bem Üfren« 

f^flcm, au[ ivelclieä ficl> cic C^lcidnuu] (G) beliebt; ju einem anbcrn 
pajfcub gcmablten (bur^ geeignete ^ranöfcrmatiou ber Goorbinateuj 
fann man bie ©leit^ung auf eine einfa^^ere @e|lalt gurudful^ren, nnb 
%mx gelangt man, {e nat^ ben f))ecte1Ien Serti^en ber Bactoren C, 
En, f. tt. entmeber ju ©fei^un^] (G) §. 11, ober gn ©leic^ung (3; 
§. 17, ober enbti^ ju ©teic^uug (1) §• 20. Ol)ne fcTcbc ?tranöfornia* 
ttüncn bitid^jufu^ren, fduueu wir aud biefen ^ubcutungen bo^) fc^on beu 
^^Ivi^ Steden: 

9)ag iebe ^UM^wn^ bed jtoeiten ©rabed swifi^en ben i»er^ 
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orbtitaten, entwebet eine ®IIi)ife obet eine ^ataltcl obet 
eine $9pevl>el tarftcUt. 



BohiefvrinkeUge Coordinaten. fBtr l^aben btö^er {(etd mige< 24 

ucmmcn, ba§ ber SÖinfcI, meieren bic bcibcn ^ourbinatcnajcu mit ein* 
flubcr mci(f?cn, ein red^tcv fei; man fanu a^er bic ?agc cincS ^}nn!tc*3 in 
ber <§bcne aud) baburd; beftiimueu, Caf; man i^n auf fc^iefanufcliv]c 
«oorbindieti be^ic^t <Sd feien J^iC unb YY, gig. 38, bie ftc^ fc|^ief* 
lolitfeltg f^nclbettben ^Sootbiitatendxett, fo finbet man bk (Soorbtnatcn 



Sig. 38. 




cincd ?Punftca M in Scjie^ung auf 
bicfcö 2;^)"tem, inbcm man buvd^ M 
eine tinic ^jaraUel mit bcc %xt ber 
Y jieW. 3fl iV^ ber «pnnf t, in »et* 
4cm biefe Sinie bie SCbfeijfenau trifft, 
fo ift ON ~ X bic IHbfciffe unb 
NM=y bic Orbtuate bc^ ^4>unfted M. 

©iM^n mie nun bie ^e^iebund 
gn ermitiefn; meldet flattpnbet jivifcben 

ben fclncfivinfclii^cn CSoorbinatcn oty 
bcS ^]uuftc5 M nnb bcn (Soorbinateu OR = s unb JiM = ij bejin^cn 
auf bic rcci^twinfeligen (Soocbinatcnaxen Oh unb Oi, htttn ^urc^)(^nittd« 
punti mit bem Sinfangd^unft 0 bed fi^iefivinfeligcn iSpotbinatenf^flemd 
gnfammettf&flt. 

fei ß bcv SiuEcI, ivclct>eu bie ;Hic OA' mac^t mit ber 2ljce Oi, 
unb ß ber 5ffiinfcl, Wefelen bic 21k OY ma6)i mit ber %xt Oi 

fQm M loerbc ein $erpenbifet ML auf bie SCjre bet t| ^efdat, 
ilf jpataffel mit XJC d^io^ien unb «on gtei^falie ein iper|»enbifel 
HP auf Oh gcfaflt, fo ijl 



alfo au(^ 



OP = OH^sin,ß = ?/.«n./3 
PX = JIM, sin, a — . «i/i. 



t) = y,8in.ß — a»8in.a (1) 

ÜJ?an fäUc ferner »on II baö ^erjjenbifet //iC ouf bie ^xt Oi, 



fo l)at man 
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48 2rati^fbrmattoti Ut CFooiMnaCeti. 

t( = OE ^0K+ KR 

OK == OII. COS. ß z=z X . C08.ß 

KU = MM. cos, a ==. je, cos, a, 

alfo au^ 

t = y.cos.ß -f- a,c08,a (2j 

Vtm )»ott ce^tioinfcligcn (Soorbinaten 1 9 auf fc^iefioinMige 
gitgei^n^ ^<it ntait ti»t für x mh 9 i^re oliflen SBeH^e ibei (1) uitb (S) 

5iaci; bicfeu 5(ii3cinflnbcrfe^ungcn if^ e# iiittt tcidjt, btc (3icidiun% 
htx ^9pe(^et fu( bcn gatt cittiDidelu, bap man bie ^f)^tii|> toten 
aU <Sootbinateit(i)tett letra<^ict. ^ie 49(ci(!^uiio bet i^^ev^l, »tf 
lutc fle oben lennett lentten, ifl 

ttcnn irir mit r itnb i| bie rec^tii?iufcUgcu C^oocbinatcit be^et<|^nem Um 
bte ^Ut<|)uitQ bet ^9^erbe( f&t ff^ieftointelige (Sootbitiatcn et^aUen, 
bereit Slnfang^vunft ^Ui^faU^ bet 9Rtitel)>ttnft ber J^ppttUl ift, ^at man 

nur in bie obüje ©Icirtimig bcr .<^npcrbel für x unb tj ihre SBcrtbc bei 
(1) tinb (2) ju fc^cu. Kotten aber bic xnfiMui^teteu fclbji iene fc|>icf* 
»infelig ft(|^ f(|^neibetiben 9(ten fein^ fo offenbar ß = «, bie iSl^ 
^ung (3) wirb olfo n<id> jene? ©nbfHtniion 

3hin aber ift (§. 22) 

iang»a = 

MR. a 

€0$.a A 

Ä . .nn. a ~ B , cos. a, 

bemnac^ «giebt fic^ au^^ (^Utcbuug (4) 



ober 



Sttttt über ift 



*m. B* 



1 — sin,a^ yl- 
^2. = i^2(i _ m.a2; 

iA^ + J52)«m.a« = J5« 



Digitized by Google 



49 



St 



unb wcnu man biefen 2ßcrt]^ öon «m. i,i @leic|)ung (5) fubflituitt, 
fo fommt 

+ -B^ 

^y== -T— C6) 



ay =s C 



(7) 



4- B2 

tmn mit fäv ben cotiflanten ^ett^ — einfa^ ben lau^^fla^en 



t7 fetett. 



SiO. 89. 




3>icf« OHei^ttttö (6) cUt (7) ifl nun bie auf i^te Ufi^m* 
jptoten Gesogene ©leic^ung bet ^>9petbeL 

3ieBt man alfo burA irgenb einen $unft M, gig. 39, einer 
;>crbc[ jwci f^tutcu MC unb ^fJ^ \>ava\Ul mit beii beibcn ^lipmptotcn, 
fo ift ba^ ghobuct bei; beiben Oibinatcn MC unb MD jletd baffelbe. 

aRullcT« an«Iiitif4e <B(Otti«trte. 4 



biyiiized by 



50 Slrati^fbfmation ber SomMnolfti. 

$)et Inhalt M $aralIe(oQTamiiift MCD 0 ift abev MC X Af I> .sm.U, 

wenn a i'ci Sinfel lii, ivü^cn eine 2(f9m^>tDtc mit bev J|£>au^taxc Cu 

40. 




.(^i^peYlb^l mai^t, alfo 2 a bct Sinfel ifi, toetc^m bie beibcn Stfpm^totcn 
mit timnUt matten. Segei^neit toit ben t^vi^^'^it biefe9 SporaMogtammd 

mit t/, fo ^>abctt wh alfu 

alfo au4^ 

mT" ^= .<tyi*2it> 

^« 3ti^ be0 ^ataHelo^tamiti« MCDO ifi alfo uttmdnberlicl» btp 
felBe^ wo atti^ bet fßuttfi M auf bet .i^)^|>etbcl liegen mag. @d finb 

alfo bie $aranclc(^rammc MCOT), M'OOD', M'O'OD" u. f. 
gtg. 40, fämiutiid) eiitaub^r gUict^ unb ^loac gUic^ bem ^n^alt Oer ^^autc 
SO U V, mUi^ man ed^&U, »enn man )»om ^(l&eitel bet <&9))erbd 
bit iMttien 17 unb iSF yaTattet mit ben ^fpm^jtotenajcen giebt 



Digitized by Cov.;v.i^ 



51 



gür bic glcic^fcituje ^yi>crbcl anrb 2« = OO», alfo sin. 2a 1 
ttttb A=zB, 2)ie bef^jtocjettcn^ataüetogrammc werben aUbann long* 

lic^c 8Jcc^tcc!e, tcicii ;>u^alt gleich -g- tf. 

Polaiooordmaten. S)ie l^dge eitte0 $unfted itf , gi^. 41 , in bet 25 
(Sbcue fami aud? babmc^ bcftimmt merbcn, ba§ mau feinen 2lbftanb MC 
^g. 41. »»>u einem in berfelbcn (Sbene Itc^ 

genben feflen spunfte C an^itU unb 
benSinfel, welligen biefet^ettftiat)( 
(radius vector) CM iiui ciuci; feften 
Qcraben \iiittc n\ad)t. 

i^änge bed igeitftra^led CM 
motten mit mtt ben Sinlel Jlf 
^ nber woUcn mx mit v bcjcidMicii. 

Um auf Oiefe Söcifc ^ßunfte in 
allctt ^t^etUn bet (Sbene, au^ itntev«' 
lialb bet l^inie CX BefHmmen gif 
fönueu, ot)uc in bet Sfiic^tnnö bcr SÖiufeljäMuuß eine C*lciibcnnu] ctn^ 
treten laffen, mu^ man bic 2Öinfcl aucb uocb über 180^ i)inauö 
gälten, wie g. ^. für ben $un{t M'\ gig. 41, bet mintti v gtößet ifi 

Unter Umftdnbcn wirb ble Söinfe^äiyiuuö felbft md) 
^uiau^:^ fortgcfc^t, mie wir unten bei ber (SonftructiDn ber ar^^imebifcfien 
(BpixaU fe^en werben. 

3nt ttebung tia(je man, m^hm mm auf bew ^apiet ben $nnft 

C marfirt inib bte ?inic CX (\ti,\>(\cn bat, bie bur(^ foJgenbe jnfammen* 
gehörige Mtxt^^t oon v unb r beftinimten fünfte auf. 





r 


V 


r 


300 




2100 


1,4«» 


700 


2^5 cm 


2500 


3,6 c»» 


1400 


3 cm 


B200 


2,9^ 



£Der fefte $unft (7, ^on weld^etn <rad bie Igfinge bet ^ettflta^ten 

gemejfcu mirb, mxh bet -^ol gcuanut. Xic -^cjlimmunöyfnicK', n^clii^e 
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Xranefbrmattott i^cr (goocMnaiett. 



nac^ liefet: ^ti^p^t htt Ort^be^mmutid ndt^ig flnb, um bie ^age cined 
fünfte« in bet d^Bene feft^uf^eVett; tt&mli^ bie Eaiißc r b(ft i^€itfha^(e9 

uub bct Söiufcl jvcld^en er mit ber SlnfauQöliuic CX maä^t, werben 
bic ^Polarcoorbiuatcu bc>? ^>unftcd genannt. 

SGBenn man »un itgenb einem ^nnfte M einer ebenen (niruc, 
gtg. 42, na4 einem inm getoftl^Iten fünfte C |iel^t; fo witb bie 



ift alfo r i>cn v nnb nmgefe^rt 9 t>on r abb&ngig* 

^e ^tbpngi^feit iwif^en r nnb t^, butif^ met^e bie i^ebingunft 
ottagef^roi^en »irb, bag bet bnn!^ bie infammen^cprigen Settl^e i»on 

r nnb v fcejetc^nctc ^nnft einer bcftimmten 6uac an(jcl;ßren foll^ anrb 
nnd) :^ier burc^ eine ^teidinnQ jnjif^cu r nnb v auögcbrürft, «belebe 
man bieSPotargleic^nng betiSuri^e nennt nnb beien aHgemeinftegoTm 



ifl, »el^e anibtü^t, ba§ r eine guncHon wn v i^. 

Um flar ju macf^en, ivic bnrcf^ eine ^leldbnn^ jtüifcfcen r unb r bcr 
$anf einer (^\mt beftimmt njerben faim, n;vUen toit bie (Sum uä^ec 
betia^^ten, beren ©leicf^nng ifl 

r = nt> (1) 

^iefe @^Iei^ung, in ml^tt n einen ecnfJantcn gactw begett^nct, 
fleUt eine ^urüe bnr, »elÄc bte (5t(^cnf(J)aft hat, baf] bie Sänge ctncS 
«eitfha^le« fletg proportional i\t b« ©töje bcö SÖßinleU, tt)cl«(?cu er mit 
bee SlnfongdUnie CJ^ ma^t. 

^iefe (Snm ifl unter bem Ü^men bee at<^imebif4en ®|>if ale 
befannt 

(Se^cn wir in ©Ici^nng (1) n =r 0,05, fo er<^ct5cn fplg«nt?e 
ptammengebdride ^ert^e 9on v Kraben audgebiu^) unb r: 




9t9. 42. 



Hn^tr biefed i^eitfltai^led eine anbere 

jvcvbcu, iuenn man \.u>n einem ^nnfte 
i/ ber (Snroe ^n anberen $nnften 
M, M" u. f. w. berfelben ubcröc^t, 
bie Un^t r bee i^eitftea^Ied ifl atfo 
i»Qn feiner Stii^tung ab^äni^ig; ba 
aber bic ?)iid)tnng bcij üicitftra^Icö 
bu((^ ben Sinfet v bejiimmt ift, fo 
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V 


r 


V 


. j 


I . 


r 


0 


0 


160 


8 


360 


18 


20 


1 


200 


10 


400 


20 


40 


2 


240 


12 




22 


80 


4 


280 


14 


480 


24 


120 


6 


320 


16 


520 


26 



Stg. 48. u. f. w. 3tt gt0. 43 ift 

biefe (Surt>e in bet Seife 

gejcic^nct, tag bie obigen 

Umetei aufgetragen fuib. 
3itt Uebiinfi seltene man 
bie <5itm in ber ffieifc, 
b«g bie obigen SBertbc 
)>on r paitfer (ober 
itgenb anbete) i^inien auf« 
getragen werben, wobei 
nur uüd? gii l>emerfeu ift, 
ba$ ed; um bie (Suroe 
fieserer ^ie^en p fdnnen, 
gut fein wirb, and) no^ 
bie 5öcrt^e ^on / 
berüdficbttgen, welche ben 
äöertljen v = 60«, lOOo, i40o n. f. ». entfpte4»en. 

Die Polargleichung der Parabel, ^}k^)mtn wir ben ^rcnn:|)uuft 26 
ber $arabe( |um $ot ber ipokrcoorblnaten, bie %ixt berfetben tut ^n* 
fangölinie ber ©infelgd^tnng, fo ift MF, gig. 44 (a. f. ber «eit* 
ftrai^I r beö «PunfteS welker jum Söinfcl v (sföiuJa MFN) get}üvt. 
gür ben $uuft M ift aber J/A" — y bie Drbinate wnb OA' = x bie 
^bfcilfe, »enn man ben Gipfel ber q^arabet gum SCnfangdpnnft bed 
re^tminfeligen (^oorbinatenf^fleme nimmt fflmx tfl aber offenbar 

y = r , sin. v (1^ 

OF + FN 

ober 

r= ^ -j- r COS. V (2) 
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Xran^formattoti ter Soor^niatett« 



1 



mm p bctt Slbf^atib b«« iOnniM^tttifted ®i^fel bqeii^net. tte 
^leii^un^ bet «Parabel für rc^tiuiiifcUgc ^üorbinatcn, bereu ^infan^^- 
pitnft im @i|)f€l ber @ur))e liegt, ift abir 

= 4jpa?. 

®<^en »ir Iis blefe iSitiä^m^ f&c x unb 3/ i^rc Sevi^e bei (2) 
itnb (1), fo fommt 

/ ' .^in.v^ = 4/> -4- /• cos.v); 

abbtrt mau auf beibe» leiten co^.v^, fo fommt 

■ 

r* -)- r* 0a«. v> = 4p» + 4pr eo9*v -\- cos. 

r t= 2jp -|- r CO«. » 
r (1 — co«.v) = 

r^-^AlL^ (3, 

1 C08.V 

unb bied ifi bie gefucbte ^olargletc^ung ber $atabe1,. wenn bcr 9vemi« 

piuUi jum ^ciuaMt anrb. ?^ür r = 0 erhält mau nac^ bicfci 
@Ieid>Uttg r = ao . gur 1? = üü« wirb r = 2p iiub für i? = 180^ 
mirb r = p. 

j^ifl. 44. 

Sifi. 45, 




0\ F 




27 Polargleichimg der Ellipse irncL HyperbeL ^cbmen mit beii 
Srennpitnft ber (^tlipfe, ^ig. 45, jitm $0! ber ^olarcoorbtnaten, bie 

Fjl/ =r >• Der i^eitftra^l bcö Jßuutteö Ji, welcber mit ber ^ufangölinic 
ben Sinfel MFP r= v ma^l 

%iix bad te^twinfeUoe doorbinateufpflem, weti^ed mit in %. 11 bei 

©uauidciuui^ ttv Ölcid)uu^] i^ci @nipfe ©ruubc k^un, ift }fN — 
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iianöfüimation ter ßoort>matcn« 56 

btc £ri}iuatc unb ONz=.v bic 2lbfcijfc bc^ ^unftcö AL 9]un abei ifc 
»}ie leicl^t |u überfeinen, 

y = . . ; (1) 

feiner ifl 

ifl aber 

= E + a, 

mm E loie frül^et ben Slbf^anb be« 93teKtt^itttfte0 »om a)itittcl)>ttitft 
O ber CIKpfe bcjci^net. golßli* tft aut^ 

X — r , COS. V — E 

ober 

X = r . COS. V — Ae {2) 

mm kit Ae füx E fe^en. $)a = ^2 — fo iji bemna^ au«^ 
5« = il« — ^»e« ober ^« = A^il — ev). ©itb^tuirett wir biefeii 

2öert^ »on ^2 m bte ©leicifmng ber ßlli^jfe (@t. 6, §. 11), fo Jommt: 

ober 

eine Der&nberte ber @Ui(bung ber 6Ui)>fe, menn i^re ^ani^taren 
%XL (Soorbinatenaren genommen werben, welci^e jnm UeBetgang auf $oTar^ 

CDcrbtnnten i)ort^eitl^aftcr ifl, cilö bie ui|>j:üngli4>e gotm ber ©flipfcn* 
gleic^uug. 

@eten wir in (^(ei(^nng (3) für y nnb t^re Sertl^ bei (1) 
unb (2), fo fommt 

r^sin.v^ + (1 — (^rc'o.^.?^ — = ^12(1 — e^) 

-|- r^eoa.v^ — iAereos^v + AH^ 

— ««r«co*.t?« 4- 2J[««f — A^e* = A^(l — ««) 
_ e2 ,.2 ooa. v2 — 2 J er coä. v (1 — ««) + ^2^2 (i _ ^2) = (1 — e^) 
r2(i _ e^co8,v^) — 2 Aercos.v (l — e^) = A^(l — e^)'^ 
rHl — e^eo8.v^ = ^«(1 — + 2A(1 — eV)ereoB.vi 
abbirt man auf bcibcn©eiten bed ^(ri^l^eitögei^nd e^r^eo9*v^, fo fommt 
rHl — e'^co8,v^) + e'^r^cos,v^ = A^(l — e^)'^ 

r«— [.1(1 — e2) ^_ tTeo»,vp 

r = A{1 — «2) -|- er COS. V 
r (1 — e COS. v) == -4 (1 — e2) 

r = -7-^ (4) 

1 — ec08.v 
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56 Xtdttffinnttatioti ber (Soorbinatett. 

♦ 

Ht (|eftt«|tc $0ldt0(d(l^iiti(t Ut ^Uisp^t, in »etiler e ic^esieit tteinet 
fei» muf a(» 1, ba E<A. 

S^&tk man tcu auteni ^ötcunpunft gig. 30, ^uui ^ol ber 
^olarcoorbtnaUn gemdlflt, fo würbe man 

,==^iilzZ_Ü) (5) 

1 -j- ecos,v . # 

^üj (2 = 0 »irb 

r = ^ 

«üb bie# ifl bie ^olardle^ttitg bed Kicife«. 

9la4 bentfelbett ^etfal^tett, weli^ei^ mir ffi? bie (Sni^fe angewenbel 

^abcu, fiubet mau abet au6) 

^^^Oz,^ (6) 

1 Hr eco8,v 

fAr bie fpDtaYglei^^ung ber ^^^erbel, itnb {mar giit bad obere «ber 
untere SSorjet^cn im SfJcitncr, je na^bcm man ben einen »ber anbern 

93tennpnft ber i!g)i>perbcl jum a\iblt. 

%ux bic .^^l)^^erbcl tft e ^cte Qröper alsl 1. 

£)iefe(be ^leict^ung (6) f^elU alfo ent»eber eine miipit 
ober eine $p))erbel bor, ie na^hm e < 1 ober < > 1 ip. 



^iebented Stapittt 
©uröeii l;ül;kiei .Ordnung uut» tranöfceui^cute (Surbcit* 



28 Parabeln verschiedener Ordnung, äöit fcabcu gcfc^cn, bag 
lebe ©letc^ung erften ^rabed ^toifc^en ben iBeranberlt^en a; unb y, auf 
reii^iioinfeiige ISoorbinaten bejo^en, eine gerabe ^inie barjleQt, lo&l^« 
renb {ebe €^Ieif^n§ itoeiien ®rabed s^ifc^en ivoti IBartabeln entioeber 
eine ffarabcl ober eine (Slltpfe ober eine .^»perbel repraiciuui, ]c 
nad^ bem Q^ti^iinm^äUnii unb beu ^oxitiä^tu ber conftanten S^^ctoren. 
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Sttn>eti ^i^mx Oitnung unt trandfcenbente Surt^en. 57 

^lüi, metben (Sumti l^di^eret jOftnung genannt nnb gieM beicn 

unjä^lig »icle, i>on bencn mir nur einige bcr einfad^ften ktrac^teu moücn. 
SlQe @ui;\>eu, beren ^Ui^rn^ in bie allgemeine gom 

y« = (1) 

:t>a{fen, in ml^ a, n unb m conflante ®Td$en ^esei^nen^ »erben 

unter bem gcmeinfc^iaftlt^en fflcimm ber ^Jarabcln gufammengefa^t. 
(Streng gencuimen ge^iört alfo au^ bie gerabe Sinie nnter bie ßaf)l ber 
ißarabeltt, benn ©teic^nng (1) ^t^i in bie ^leicf^nng einer getaben ^inie 
über, wenn » = m = 1. ^ie tpaeaBel.gweitet Orbnnng, fAv 
wel^^e tn = 1 nnb n = 2, wirb »orjug^weife Parabel genannt, unb 
nur bicfe im \jicrten ^üapitel nÄBer bef^5ro(^>ene frummc ?tntc ift gc? 
meint, wenn man o](^ne weitere ^e^eif^nnng )>Qn einer $arabe( rebet. 
@9BaIb in ^fei^ttng (1) m nnb n irgenb welche anbere ^ttif^t ^Un 
aU 1 unb 2, flelli Hefelbe eine g^arabel pl^erer Drbnnng bar. 

.1 

y 

/ - 

/ 

/ 




2in gig. 46 flnb ^ier (^ur^cu 5U)ammeugejteUt, welche ber (^Uic^nng 

^ = « (2) 

entfpre^en. Sltö S&ngeneinffeit ift bei (Sonfiruction biefer (Surfen ba« 
CJ^cntimeter angenommen werben, gür n =? 1 fleHt ^Tei^uug (2) 
eine gerabe ^inie bar, »ef(|ie einen Söinfel »on 45o mit ber 2lbfci|fcni« 
ajce ntai^t. 



Digitized by Gov.*v.i^ 



58 (Sttmtt l^ö^em Orbtiung unb tratt^fcetibeiiie dnwm. 



%iHt n T=: 5t fleflt (SHti^m^ (2) bie ((emö^ntt^e $ataBeI bat. 3m 

)lalU « = 2 Qiebt (^Hcic^uitv^ (2) feigen uifauimcnöe^diiöc äBert^c 
s^on un^ nac^ weltf^eu mau bie (lur^e auftragen faun: 





i * 




U,4D 


0,5 


0,72 


1 


1 


2 


1,41 


3 


1,73 




2 



3fl in ©leic^ung (2) n = 3, fo fabelt toit mit eiltet $ataM 

britter Orbuung ;u tf>un, wir crBaTtcii nad) bct ©lei^ung t/^ = a? \f>U 
geube ittfammenge^i^rige ^ert^e )?ou a: unb ^: 



« 


2/ 


0,2 


(»,59 


0,5 


0,79 


1 


1 


2 


1,26 


4 


1,59 



Pt n = G ^e^t ©Ut^ung (2) üUt in 

= X 

nnt t>H\tx Q^leic^ung cntfpcect^en folgeube ^ufammenge^övige Sert^e )>ou 
4? unb ^: 



a 


y 


0,2 


0,76 


0,5 


0,89 


1 


1 


4 


1,26 
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Surüen ^ßj^erer Örtnung unt) tran^fcententc Surfen. 59 



5^ür X r= 0 ergictt fiel) bei allen bcr ©Ictc^uuö (2) an^cf^örtöCH 
^uröcu aiid) </ = 0, fut o? = 1 ergicbt flc^ au^ für äße i/ = 1. 
Buc Uebung con^itire man bie (SuicDen, bereit ®Ui^m^ ifi: 

tnbem man ftiv ^ bcc fSiti^t md) in biefen ®ki^VLn^tn fe(^t ^/lo, Vio/ 
1, 2 Mttb 4, bie guge^Setgeit ^ert^e i^on y beregnet unb miifttä%i, m* 
hti man etwa ben babif^cn ^oU üU ^dngcneiubctt annehmen fann. 

Sil fönnen ^ier niä)i toettet aitf bie ^efi^rec^ung Ux (Sigenf(^aften 
bet ^atabeltt ^d^erec Dtbimng eingeben* 

Bie Iiemniscate. ^ie ^emnifcate ifl eine Uummt Unit, 29 
«vet^e bie ^igenf^aft i^at, baf für jebett fPunCt 31, gig. 47, 

öiö- 47. 

M 




berfeUen bo« fptobuct X 3/7?' htx 5lbflÄnbe beffetben «>on 
gioei fepcn !^3uu!ten F uub \ttU einet cou)tauteu (^ti)§c 
gUi^ ifl. 

SBir »ollen ben Stbflanb bet Uihtn fünfte unb P mit 2 £ 
ttttb ben confidntcn ©ertl^ bed ^robncte« MF X -4* bejet((i* 

nen. — 9icbmcn wir bic Q^erbiuDuuijeliuie beibcn fcftcu 5^3uHfte F 
unb F' juv ^bfciffcnajce unb ben $unft O bcifclbcu, iveld^er 5iüif(i)eii 
F unb Z'' in bet äRitte liegt, ^um ^nfangdpunft htx (Sootbtnaten, fo 
ifl bie -^Ibfciffe bed ^unYted M gtei<^ ON = a unb bie Drbinate bef* 

fclbeu NM — y; mir ^aben alfo 

FnP ^ (E + x)^ J i/-' 

F*Mi = — a?)2 y», 
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60 ßurücn ^öl^mt Ordnung unt tran^fccntcnte Surtjen, 

ift alfo na(^ bcr fDcflwition bet ^«ntttlfcate 

[(E -h + t/2] [iE - + T/2] =^ . . . 

eine ^iti^n^ tieften ^rabed.ald @Ui(^img t>tt ^tmiitatt. 9k4 
einigen 9tebucÜ9nen etgiebt aud ^Uic^nng (1) 

-pS ^2 _j_ £2 — V^4ii;2a:2 + ^1* 

ttub baiaud > 

y = V^(— — + V^4j5;»«» ^4) ... (2) 

gür bcn 5Dur^f(^nitta^)tttttt bet (5nwe mit bei 2(bfctffenajrc ift 
y = 0, alfo 

+ -B» — V4jB3«» + 
a?4 -f 2J?8«« + = 4jE*«« + A* 

— 2 £-^2 + E'* = ^4 

^ E2 = ± 

== ± V^iT^L-Jj 

5)ic ©Icidnmg (3) Qicbi lui ii^crtk fftr x, Don bcncu aber ma 
M tmagiiuu wegfafleii, fobalb A > E. ^üx A = E ßicbt ©kicbmig 
(3) biei mtte Seet^e füe as, i»on benen einer 0(ei4 mfL A:>£ 
l^ot alfo bie ßntöe 2, füt ^ = ^at jie 3, für ^ < ^! enbltc^ l^ot 
fte 4 X^iirfbfdMiitti^puufte mit ^er ?lbfciffcnajc öcmciu, aauau-S man f*on 
überfe^cu tann, baß bet O^arafter ber ^uri)C etn »cfcutlic^ anbcrer fein 
tt)ieb, ie nai^bem il flr9{ief, 0lei4» pber fleinet aU E ifi. Um bie« an« 
f^ault^er $tt mannen; »oQen mit ben IBettanf bet (SntDe nacf» @Iei<^ung 
(2) für fvcculle Sert^c öon j& unb ^ »jcrfclöcii, luib jmar tvolkii irsr 
für alle fotgeuben ^ctfpiclc E = 2 (ßcutimctcr) auue^men, bagegen 
fftt A bet atet^e na^ oetf^iebene ^ett^e [eben. 

L ^ == 2, -4 = 1,5, alfo A<:K SAt biefe ©ettl^ bet <So« 
efficicntcn E uub ^1 lüitb Ö)lcic^uug (2) 

y = /(- — 4 + 1^16 4?» + 5,06) ... (4) 
3)iefet ©W^nng entfpte^en folgcubc sufammenöc^örige SBert^e 
x mib y: 





y 




0 


± 2 


± 0,55 


± 2,5 


0 
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AÜr ^ofitioe ober ncgattöc SBcrt^e i>ou a?, meld)e fleüier ftub aU 
unb ^t^itt aU 2p, gtebt (^leidi^uttg (4) für y mt imagiitäte ^ert^e. 
iDie (Sitm Befielt bemiuif(^ au« i»e(. ^cfenberten in ft(^ gefd^Ioffeneti 
Stödett, wie man bted Sid- 48 fte^t, in mi^tt Me um F «nb ge^ 



48. 




^o(^encn mit I bcjcid)ncten rtiigf\>iuu.3cn J^ißuicu Cci Öicidjung r4) 
cutfprcc^en. Sei bet ßouftruction biefer gigui: ift ebenfo wie bei bet 
^onfhttction bei (Sutten II| III unb IV bad (Sentimeiei: |ttr SAngeti« 
etn^ett angenommen »oirben. 

n. E = 2, A = 2, alfü .4 E. gür Wefcu ^aU ge^t ©ki;= 
4^ttng (2) über in 

y = ]/(— 4?« — 4 + \fWs^-]- 16) .... (5) 

tiefer Q)lei($ung genügen folgenbe ^ufammenge^ätige Sert^e t>on 
oi unb 1/: 





y 


0 


0 


+ 1 


± 0,81 


±2 


± 1 


± m 


0 



tvonac^ bie mit II bezeichnete ^nrDc in gig. 4?s confrtuitt ift; fic bejic^t 
aud atoei in {i(^ gefi^Ioffenen Etüden, ml^ in 0 ^nfammcn^olen. 

m. jE? = 2, iä = 2,5, alfo J > JE. gÄt biefen gaH gel^t 
C^lei^ung (2) über in 
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y — Vi— of« - 4 + /TÖ^ä+äöjy} .... (6) 

nügcn: 



•» 




' 0 




± 1 


± 1,55 


± 2 


± 1,45 


±3 


± 0,72 


± 3,2 


0 



^ic ^Uiö^un^ (6) con^uhte <SuvDe iß itt Si0- mit III 
bejei^net. ^te Beiben A <C E getrennten (Snmn^^t Deretutgcn 

ftc^ ^ki einer einji^en gefc^lojfeuen ^um. 

${9. 49. 




IV. £ = 2, ^ == 3, alfo öt«i«^f««« -4>J5r. gör btefe ©ettbe 

»utt jE^ uub A mx\) aud ©Icidniiic; (2) bie (s^lcicbung 

y — 4 -f /165« + 81) .... Co 

mld^tt fülgenbe gufammcngel^örtge Sett^e oon nnb 1/ gel^uren: 
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w 


0 


± 2,25 


± 1 


±2,2 


±2 


± 2,00 


± 3 


± 1,41 


± 3,6 


0 



mom^ bte (Siuoe IV in gig. 49 confltuitt ift. 

IDic igmtiifcate ^CcC^itn^i (2) gevfA&i alfo in getrcttnie 

fc^loffcnc ^«röeu, fo lau^e J < fle Bilbtt akt eine einjigc flefc^Iof^ 
fcne ßutöc, fobalb A E. 

tti^t l^iev f^tx. 

Transscendente Curven. ÜJlit bcm 9tnmcu bcr trandfcenbenten 30 
(jSttiEi»ett beteict^net man biqenigen, in beren i^iti^mi^ bie Drbtnote y 
aU eine ^jr)>onentialfnttction, al9 eine logntitl^ntifii^e Snnction 
ober ate trigonometrifc^ic (^unetion bee Hbfciffc crf^cmt. 9Ran 
fann btcfc (5urocu am eiiifadiflcu in bcr $Detfc conftrutren, baf; man bie 
^ufammeuge^örigeu Sert^e ^on ^ unb ^ aud bev (^Icict^uug beregnet 
unb aU ui^tminfelige iSootbinaten aufteSgi, wie mit bteö beif))ietdweife 
fiir gwei fotc^er @uvi>en ausführen woQen. 

(§d fei bte (i^Uic^ung 

au confhttieen. IDiefet <§)Iei<^nno enifj^vecden folgenbe sttfammengel^ddge 
Seti^e «on a nnb i/: 







.V 


— 4 


0,062 


0 


1 


— 8 


0,125 


1 


2 


— 2 


0,25 


. 2 


4 


— 1 


0,5 


3 


8 


0 


1,0 


4 


16 



iDona4 bie Qum, Sig. 50 (a. f. ba« (Seniimeter al9 i^ngeneinl^eit 
ne^menb, confhuiet ift. 
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Um bie ®Ie{4^ung 



)tt cottftntiven, mug matt fic^ »|t batüb^t; entff^eibeit, u^eld^e )dängeuein^eit 



60. 



man sunt $lttfttagen be? 

»m. isan^en «ttbt&infct 

f!nb öcrfcfitcbcne !3^inge, 
a>elclie m(l;t mit bcrfclben 
i&in^tit gemeffen loerben 
tonnen, {ie {Inb incom« 
menfurabcl. SDBemi man 
alfe bie bcr ©lei^uu^ 
y = n . sin, a aU 
fciffen anftiagen mitt, fo 
fann W<« nnt in fof«rn 
i3C|ucf)cn, ba§ mau eine 
bet Sinfctf^röjc proportionale Sänge aufträgt. <^o ijt beun in gig. 51 
bie (^lei^ung 

$ig. &1. 



360 





30 60 90 120 ISO 



in bev lEBeife conflntivt, ba{l fne dne SintetgtSfe 9on 90o eine ^&nfte 

Don IS»'^", alfo für 10» bic ^änge Don 2"« anfgefoogen ijt Rnt CKn* 
l^eit ber Orbiuaten ift bad (Zentimeter gewftl^tt 

8ig. 53* 




S60 



3n glei(i^e( IBeife feprafentitt gig. 52 bie i^iei^ung 

y s= 909,X 
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y = tamg,». 

IBfi (SoilflnicHott ber \t%itx\\ ^tgur, wetc^e nur auf bte Uiben 

Biig. 53. 
Y 




^bfciffen bo^^ett fo gro^, bct ber Orbinaten tittf ^Ib fo grof genonu 

meu aU füt i)ic betben öor^crgel^cubcii ^i^^uren. 

(Stwad CDUivUcirter als bic oben betrachteten ift bie ©(eic^ung b« 
AeüenUtiie, b. ^. be^ienigcti tmmmen ^inie, mi\^t but(|) eine itid0# 
li^f^ btegfame ^ttte (ober bttT4^ ein ®€iO gebilbet »irb, »dc|^ an §»ei 

5}5unften fo auföe()diiflt ift, bap fie frei jwif^eii benfclbcu ^etabl^augt. 
^ie ®Ui(^ung btefer (Sutoe ift: 

_ A.eoß.c , ^ — ± V^(^ — Ayy — ^^(gQg-cy 



« — 



(1) 



^ic Slbleüung bcrfclben ift eine Slufgabe ber SKet^anif; ^ier mUtn wir 
tm0 auf bie ^Dt^cuffiDn betfetben beftf^änten. A, h unb c finb (Son^ 
Tanten, beren iOebeutnng ^iet ni^t »eitei tdxUü »erben fann. Sit 
motfen biefe ^Teit^ung anf ein ret^twfnfeligeö ^xenfpflem be5iet>en^ für 



3>< n 1 1 r r , anaivtiid^r Okouutric. 
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welche« bie pojltiöen ©ett^c dpu y oou tej lüu t^ti £ iiaö) nnten 
|d^lt merben. 

3m 9lfl^tmcinen gie^l obige <S^lei(|»ttit9 bev iletteitUiiie füt iebcn 
fpcdctten Sßett^ y iroti IBcft^e oott j;, ml^t in einen einsigen 

iufammen faQui, u)cmi 

— hy =1 A €08, Cf 

offo wenn 

^ (1 — cos, c) 

bcnn fttc biefeh ^ert^ oon y wirb bec unter bem Sucjelieic^en ße^enbc 
Httdbnut dleif^ 0. %&t ^xtim ffieri^e »on y et^AU man ima« 
ginftre Sert^e «on metf attbann bee unter bem SButielgetc^en ftel^enbe 

$ludbru(f negatiü ivttb. 

(geben toie 4 = 1, A = 1 unb c = 70% fo gel^t ^leit^ung (1) 

Äbee in 

l-2/±V^(l -y)* — 0,117... 



(2) 



0,06... 

$(U0 bie|ec (:^Ui(|^ung ergeben [it^ folgenbe ^nfammeuge^örige ^ert^ 
bon y unb 



${0. 54. 








0 


0 ober 0,517 




0,033 • 0,483 


OA 


0,085 * 0,431 


0,6 


0,173 . O^U 


0,658 


0,2585 



Sflot^ biefenSrtMenwcttl^ 
ifJbie^ettenUnie,gtfl. 54, 
conjhuirt, inbem bad Sk* 
clmetet inr iSAngenetnl^eü 
ftei9A|U n)U]:be. 
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<Srfled Stapittl 
^ttitfte, fittitctt tttib Obeifläd^ctt im ^aum. 



Coordinatenaxen im Raum. <Sd imc btc Srtötc c{nc3 *PuufteS 31 
in ba ^Unc bux^ Schiebung bejfelbeu auf ^wti ciuaubct fc^ncibcnbc 
(Soorbinotenoicn benimmt tfi,< fo fann man bie Sage eitied $un!ted im 
ftaiim biit^ aegie]^tt]i0 auf ttei (Soorbinatenarett ^efHmnttn, iioii 
bellen febe auf ber <Sbene ber betben attbercn rcd^tiinnfcltg ftc^t. (ßon 
bei 3eti:a(|)tuu0 fc^iefwinfeliget ^oorbiuatcn im 9taum uel^imeu mt Uuu 

(Stit fol(|>ed (Soocbinateitfi^flem lanti man auf bem $a))iet ni^t un^ 
mittefbac bavfleHen, b. 1^. man fann bte btei %ttn auf bem ^apkx ni^t 

Stg. 55. in ihxn ii\il)rcn geijcufcitigcn 

Z taQc fluftrngcn, weil pe niä^i 

*c in einet @bene liegen, inbem 

fa iebe ^xt aud bee (Stbene bee 
betben anbeten l^eeau^ititt. ^an 
mn^ bcdf^atb, um bitrt^ Sci^^ 
uung ciuc '^lufd?auuug Don 
einem («tilgen (Sootbinotenf^ßem 
)tt geben, $u perf)>ectit)if4ec 
SDorfteHung feine 3«?"^^ ii^^* 
men, inbem toenigßend eine 
bee beei Iben mtäx^ ^t^ü^ 
nti ttieb. 

gig. 55 fleflt ba« perfpec* 
tiöiWe 59ilb ciueö auö brci p cinanbet re4)tn)iu!cli9eu gcrabcn Linien 
gebilbeten fUenf^^md bat. 3»ei bee 9ixtn, n&aüi^ XX' unb ZZ', 
feüctt in bet iSbcne bcd ^opievd ttcgot unb »iv tootteu onne^mfu, bof 




biyilizüü b 
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bie Ibe bei a ^ bortjotttal, bic fixe bet 2 ^et9 tpcfHcat gefleHt ifi; bk 
brittc 2(rc ober, uamlidj bic ?h'e bcr »/, foH icdjtminfcltg ftc^en jur ©km 
bed $(q)ievd, al(o »(^ttoinfclig auf bcr 'Äxc ber x auf bec ^le 

bet zi fie fansi alfo in einer d^i^nung nicbi in i^m m^un ^ge 
ftttfgetragen, fonbern fie mug fc^räg liegenb ^ejetc^net werben, mit biet 
in unferer $^ti\ur ^cfd^eben ift, welche bad ^(rcufpf^cm fo barftcüt, M Di 
cd ft4 itttfö s)oni !?iugc b€d Söcft^aucrä unb ctwaö unter bemfclbeu befdnbe. 
3n aOen folgenben giguren finb bie ^Dimenüonen in bet 8lii4^hiii{| 
^ig. 5G. bee Ute bev « nnb bet Hjcc bet 

2 in i^rer roabien ®r6fe, bit 
Iitmenfioncn in bei 5Jlxe bcr 1/ 
aber «>ee(fti|t nnb gnHif in V$ 
bee wal^fen ^Ange anf^etta^ei. 
(go ließt g. 55. bcr ^4>^i^tft 
gig. 56, 2«» rec^tö, l,b^ 
UnU i»on 0. S)er $un{t C 
liegt 2,2« übet, D 1,^ nit* 
ter 0. — ftcllt bagciicu cuusi 
Jßunft bar, welcher 2*^ »«i 
nnb einen folgen, toüä^tt 
2^«» Eintet 0 Itcgt. 

^ie vpfiti^en Settbe »on o; fotten ftetö 9on 0 na^ ber 9{ec^teH, 
bie po{liii»en Sert|^e »on ^ i»on 0 oben, bie ^ofiHi^en ffiert|fe toi 
1^ enbli^) ^on 0 nacb t)orn ge^ä^lt n)erben. 

32 Die Coordinatenebenen. ^mäi je jnjet ber eben bcfpro die neu 
(^oorbinatenajcen tann mau ftd; eine (^bcuc gelegt beuten, welche na^ 
ben beiben 9Lttn genannt tohb, tocltt^e fie entb&tt. SBon ber (|e(|enfeiti(^eii 
fta^t biefer Q^benen foQ gig. 57 ein 9itb geben. 

$)ic C^benc bcr tft eine t>ctticalc C^beiie, mid)t in iniferei Jiciui 
tttt9er!ur^t erfc^ciut unb auf u^elc^cr bie ^xc bec y re(^tn)üUeUg fte^t 

^ie ISbene ber yz ^Ui^faU eine Derüeale (Sbene, ioe(<^e, «ox 
i^om na(^ hinten ^tti^ttif in nnferer gigur »erldr|i erfi^eint unb anf 
tt)tl(|er bie ^xt ber d; rec^tn^tnfeiig fle^t 

S>i« dben« ber i^ eine ^»ri^DniaU <Sbene, »eil fie bitri^ bie 
beiben lbori|ontaIen Hien a nnb y gelegt ifl; anf i^r #el^t bie ICie bei 
z ie(!f|tn)inle(ig. unferer gigui erfc^eint bie @bene bei ay udüti^i 




Digitized by Co..'v.i^ 



fünfte, f inien unl> Ofccrfla^en im 9taum. 



71 



3c gwci btcfcr ^oorbtnatcncbencn f^ucibcn Jlc^ in einet 9Ixe; n(imli(^: 
bie @bene ber xz unb bie ßbenc ber yz in ber SÄxe ber z 



xz 



X 



» » A yz » • )i » xy * * . * * 2/* 
$)ur^ bie brei eben bef|)ro^enen Ebenen werben um ben ^Infangd^ 
^)unft ber ßootbinaten ^enim ac^t förperti^e @c!en gebilbet, rote 
bted unferc gignt anfc^ault^ macJ^cn foll. 2113 baS erfte biefer för^jer? 
Ticken (5rfen njoHen mx badjenige bejetc^nen, beffen Tanten bur^ bie 
brei pofltiDen 2lrme ber (Soorbinatenaren gebilbet werben. (Sd ift bied 
nlfo bad förperli^e (Scf oben, üorn unb rechts, bad cingige, welc^ed in 
gig. 57 ooflftänbig P(^tbor ift b. \ üon n?el(^cm fein Jll^eil burc^ eine 
ber ßoorbinatcucbenen »erbecft crfc^eint. 



§13. 57. 



Sifl. 58. 




Bestimmung des Punktes. ^Teufen wir und üon bem ^ßunfte 33 
. M, gig. 58, ein ^l^er^jenbifel auf bie (§bene ber xz^ eincd auf bie (Sbene 
ber yz unb etned eubli^ auf bie (Sbenc ber ar?/ gefällt, fo flnb bie 
«fünfte a, b unb c, in weld^en bie ^Perpenbifel bie ^oorbinatenebenen 
treffen, bie ^rojectionen beö fünfte« M auf bie ^oorbinatenebencn, 
unb ^war ift: 

a bie ^Hojection bed fünfte« M auf bie ©benc ber xz 

h i> » » » M * * •» j^2r 

^Da§ ^erpcnbifel il/a ift ^jarallel mit ber ?lre ber y, Mb if! paraüel 
mit ber 2lre ber x unb Mc enblt(^ ift paraflel mit ber %xt ber z. 

iE)ie ?ange jcbeö biefer ^Jer^jenbifel, welche« mit bem 58u(^^flaben 



^ Google 



I 

72 * ^^unftc, Pinien unt Oberflächen im SRaum. 



bcrjcmgcii 9lrc bc^eidjuet wirb, mit mld)tx cd paraBcl läuft, mipt bcn 
?lbftaub bcd ^iniftcd oeu einer bcr (5ooibiuateuebcucn. i 
Mn = y ijt bic ©utfcruuiig bed ^unfted M \)on ber ©bciie bcr j: 

Mb := X rt • • • » M • • • 9 yz 

Mc Z=. Z 9 • » • • M • • • 9 Ilf. 

SSirb eine ^beue ijelegt burc^ bte Linien i/a uub J/f , gig. 5i), 
fü |d)ueibet fic bic 2ljc bcr .r in /. 

@inc bnr(^ 3/6 unb Mc flclcgtc (^bcnc fc^ncibct bic 5?lrc bcr »/ inÄ. 
(Sine bnrc^ Ma unb J//> gelegte ©bene fc^ncibet bic ?ljic bcr z in d 
(§ö ift leicht ju beweifcn, ba§ 

0/= bM = X 
Oh = aM = y 
Od= cM = 2. 
fDic ^agc bed fünfte»? M ift beftimmt, fobalb bic 2ßcrtt>c fcimi 
C5oorbinatcu x, y nnb z beftimmt fmb. gnr bcn ^nnft M, gig. 59, 
tjl g. ^. .r = 12«"'", y = 34'"'" nnb z = lö"»"». Qn 53ctrcjf b« 
Crbinaten r/ erinnern wir, ba§ biefclbcn in nnfcrcn gignrcu mit bei 
Jpälftc it)rcd ivabren ©ertbeö anfgctragen fmb. ^icfcö 33crfiirjmi3^' 
ücrl;ältni§ ift jebocb ein beliebig gewal;lted.) 

Sig. 59. ^ig. CO. 




Um rce^t nnfdmnlic^ ju machen, mc bic ?agc eined 5)3nnftcö biirdi 
feine ^oorbinaten beftimmt ift, woWtw mx einen ^^unft ^f, gig. 00, 
bctra(t>tcn, für iuel(l;cn ift: 

X = 12'"'" 

y = 22"^"^ 

z = 18»"™. 

2)nrd) bic 23ebingung, bof a; — ]2'""' fein fön, ift anögefproc^cu, biiF 
ber ^nnft j1/ in einer (Sbcnc /»i, gig. GO, liegen mnjfc; wcfd)c parnlld 
mit bcr ©bene ber yz ift unb 12"^"^ weit \>{>\\ il;r abftet^t. 



^ Google 
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$>a 2 = 18«" fein fofl, fo liegt ber qgunn M aber au^ auf einet 
föbeiie welche parallel mit ber ebene ber xy 18""» über berfelben 
licflt; ber gefuc^te «fünft M tmn atfo -nur auf ber Durc^f^ntttdlinie 
at ber beibeu ebenen fn unb d^) liegen. 

"Turt^^ bie ©ebingung enblicb, bag y = 22™™ fein foH, ijl aber 
auc^ no(^> bie Sage bed $unftcd M auf ber Sinie at beftimmt, benn ed 
foü 3/a = 22™™ fein. 

Um einen ^unft M na6) gegebenen SDertben oon x, y unb z in 
ein gejeid^neteö 6oorbinatenf9ftem aufzutragen, i|t eä nic^t nßt^ig, bie 
(Sbene fn unb tfp, auf bereu $)ur(^fd)nittdlinie er liegen fofl, in ber 
Sffieife gu jeic^juen, wie ed in 8ig. 60 nur bed^alb gefc^cljen i% um ben 
3ufammenl^ang anf(6auli(^cr ju machen, genügt folgenbeö ^tu 



Söert^e \)on y (in ber beliebig gewallten 53crfürgung) auf. 3n bicfcr 
SBeife ift in gig. 61 ber ^unft M aufgetragen, beffen eoorbinaten flnb 
a = 20™™, z = 15™™ unb y = 24™™ (baö 33erfürsungdöerl)altnig 
für y ju V2 gcuümmcu). 

3ur Hebung jcid;uc mau ein ?lrenfi;Pcm al^nlid; bem in gig. 59, nur 
ctwad großer, unb trage in bemfelben auf: 1) einen $unft A', für welchen 

= 30™™, !/ = 40™™, z = 14™™, 
unb 2) einen ^luxtt 7] für wcldjcn ift 

a = 16™™, y = 36™™ unb z = 25™™. 

iDiefe 3^iftiiM"ö^"^*i"ö''*^^ f»^^^" »orjugöroeife baju bleuen, ben 
Sefer baran ju gewoliuen, in einer auf bie (Sbcnc beö ^apierö gegeit^* 
neten gigur raumli^e 33crl)ältniffe gu erfennen, »aö bem Slnfänger oft 
große ©c^wierigfciten \m6)t, lucö^alb wir benn auc^ biefen ©egenftanb 
etwad ausführlicher befprec^en, alö cd gewöhnlich Ö^W^^cn pflegt. 

Um bie ?lnfchauuug mögltchft ^u erlet^tevn fann man auch gu einem 
?Koben beö förper liehen (Scfö feine 3uflucht nehmen. $)a3 Dicfe ju 
einem folchen SOlobefl ift biefem 2öerfchen beigegeben, öei ber 3"f«wi* 



fahren: 3)?an ma^e 0/ gleich bem 
gegebenen SGÖerthe oon x, errichte 
in / ein ^erpenbifcT; fchneibe auf 
bemfelben fa gleich bem gegebenen 
^Berthe »on z ab unb jiehe bann 
burch a eine Sinie parallel mit 
ber 8lye ber y, unb trage auf ihr 
enblich aM glet^ bem gegebenen 
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X 



meufcfcuMg bicfcd üD^obetlö ifl bnrauf ju fc^en, ba§ bie bcbrucftc (Seite 
bcd Rapier« bic innere ©ette bed förderlichen (5(f^ bilbe. 

SÖir hoben bid^^r nur poftti^e SBert^e »on x, y imb ^ betrachtet, 

ed wirb aber für ben Sefer jejft 
* feine ©(hroierigf eit me^r h^bcn, 
bie 53ebeutunö negati^jer 2Öert^( 
y)on^,i/ ober 2 juüberfchcn. (5in 
^Punft, fwr welchen a; negatis 

XV ^f^' ^^^Ö* linfd öon ber (5bem 
t>« yz, glfl. 62. — (Sin ^^nnU, 
für welchen i/ negativ ift, liegt 
hinter ber (Sbene ber xz, unt 
ein $unft enblich, für »clcben 
z negati\) ift, liegt unter bei 
@bene ber xy. 

34 Länge und Richtung des Leitstrahles. $)er $unf t M, gig. 63, 
bilbet ein bed ^angwürfcU MbhcOfad, beffcn bem «Punfte M o^v 
Qenüberftehenbe6 ©c! burtb ben Jlnfangdpunft O ber ^oorbinaten QcbiU 
bet wirb. 

gig. G8. Sifl. 64. 

z 






«ßier Tanten biefc6 ^angwürfeld, Ma, cf, hO unb bil, fmb gleich ^: 
»ier anberc Tanten beffelbeu, Mb, ad, fO unb ch, pnb gleich unb bif 
»ier legten enblich, Mc, af, dO unb bh, finb gleich z. 

ffiirb 3f mit 0 burch eine gerabc Sinic öerbunben, gig. 64, fc 
bilbet biefer «eitftrahl MO bie ^Diagonale be« eben befprochcnen Sang- 
Würfel«, bcffen ?angc wir mit R bejei^nen wollen. 

$)a mm x, y unb z bie Äantcnldngen beö ?angwürfclö fmb, fo 
ifl na^ §. 57 (©lei^ung (2) ©. 95) ber Stereometrie 
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J2i= -f -|- zt 

®ie mei't finb Ue ^ititfte N iinb 7* {»om flnfm^^pmht htt 

(äoüiUmitn entfernt, wtnn \^)xt ßoorbinatcu flnb 

für M a = 24™"» y = 12™"i z =: 15™™ 
»iV « = 30 y = 40 «=14 
• T = 16 y = 36 2r = 25. 
^er ^eitftrabl MO, gig. 64, wetzet in unfcicc (Stgur uatitrli(^ 
wUiUt «fctcint, mac^t mit ber ?(rc bcr ?/ einen Söinfel, mlä)tx in 
unfern giguf mit o bc|ci<(nct ifi SDen liOinlel MOZ, wtlä^tn MO 
mit bn Sljcf ber z ma^t, tvoden wir mit mh htn fBinM MOX*, 
»eid^eu MO mit ber 2lre ber x matfet, wolieu mi mit ^ t^ejeidiuen. 

2)ie Slacfce .WAc fte^t rec^t»inleUg auf ber ^re ber y, folglitb 
fie^t auil^ bic iDiagonaU Mh tet^tioinUUg auf berfetben; mit anberen 
ffioften, bcf €Binfcl MhO ifl ein regtet (wenn tt au^ in nnferer ^igUT 
öerfüri^t crf(f>eint) ober auc^^ -Mä ein öon auf bic 2ü:e ber y ge* 
faüted $er^enbifel. 

3n gtei^^et SBeife fle^^t 3// recf^tmintelig auf ber Sljre bet x nnb 
ilf<2 re^^tminfeUg auf ber SUe bev 

3n bem Bei h rec^tminfclii^cn 5)rcte(f MhO ift 3/0 bie ^ijpote* 
uttfe, hO bie bem Siulel v anliegeube ltait)ete, folglidl^ iß'<s 

hO y 

(Sbenfo ifl MO bic ^)9potenttfc bed bei / lec^ttcuitcligen ^Dreicdö 

Of X 

in gleichet Seife ergiebt {i<^ enbH<| 

^b<n toir für feinen oben entwictelteu ^ert^, fo fornrnt. 

COS.V = 



C08,S = 











z 


+ je« 
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76 ^mtte, Stnieit unb Qbtrfli^ im Stamu 

^it flrof |inb He mnM, mUl^ tie itiiftxa^Xtn $ittttte M, N 
«ttb T, berett <S»»vbln<iten oben angegeben wnvben, mit ben ^Sootbinoieiu 
axeu mailfen? 

Die Gleichimg der Fläche. iÖir ^aben [in §. 3 gefcfjeu, baj 
iebe <S)Iei4^ung {wiffben gmei üBariabeln-^ unb y, auf gwei (Sootbinatem 
ajren in bete (Ibene bejogen, eine ^Snm batflellt ^em enif^rei^enb 
ftetli nun auc^ jebe ^lei^nnß ^mifc^en btei 9)eeAnbertic^en 
y unb z, auf brct ^tunbiuateiiavcu im ^aum bcjo^en, eine 
gldc^c bar, wie bieö bie folgeube 53etrat^tunö batt^un foU. 

gig. 65 jetgt ein ©tud iigenb einer {(ummen gld^e in feinet 
iSage §n ben btei tSootbinaienebenen. £)enfett n>it und nnn gang 
beliebig eine 2(ng(i^T »on «Punften in bei ebene bet xy bejeit^net, !»on 
bcncn etma a einer fein mag, unb buvc^ jebeu biefct Q]unfte eine ^tnie 
paraUel mit ber ^re bec z gebogen, fo toitb jebed biefei ^et^eubüel bie 
Itnmme glA^e in einem fßuiifte iteffen, »ie benn bad in a etti(|^tete 

%\%. 65. ^ecpenbifel b(^ gl&^e in bem 

iJJunf tc trifft. 

gür jcbed bicfer 5Pcr))cnbifcl 
^at nun bie »on bet (^ene bet 
an gemeffene $dl^e feinet 
in bet ftnmmen ^lac^e liegen^ 
ben Oipfclpnnftcd einen (janj 
beftimnitcn Serti;, ivelci^er «on 
einem biefet lßet))enbifel {nm 
anbetn t>atiitt, fo alfo, baf bii^ 
j^Öijc <( M = z eineö fünfte« M bet ftnmmen glacöe übet bet @bene 
bet aliJ j^uuction ber ^age etfc^eiut, weifte Jciue ^(ojcctii^u a in bet 
(Sbene bet einnimmt 

^ie %A%t be9 g^nnfted a in bet (Sbene bet «y ifl abet bntc^ feine 

ßoorbinaten ab = x unb ac=sy bebingt, roelcbc juc^Icid) bie 2lbftanbc 
bed ^unfted M von ber (Sbene ber yz unb oon ber (Sbeue ber xz jlnb; 
mit (dnnen alfo fagen: wenn bet $unli M auf einet gegebenen Obet^ 
f[&fbe liegen foQ, fo ifl feine Otbinate s eine Function feinet beiben 
anbeten (l^ootbinaten a unb y, obet in Beiden, ed iß 

^ (1) 

wo bie gotm bet Sunction i»on bet SHoAit unb Sage bet ftummeit 
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gld(5c at^ängt. 2lud bct ©Ici^jung (1) !ann mau aber and) eine 

^) = 0 (2) 

ableiten, vod^c bic angemctnfte gorm einer ®lei(^unfl janfc^en brei 33er^ 
Änberli(^en »r, ?/ unb z ifl. 

^Die gorm ber gunction l)än(^i, n?ie fc^jon bemerft, r)on ber 9htur 
unb ber ?age ber glac^e ab. 3w«'if^f* nntcrfc^ctbet man algebraifc^e 
g lachen, welche burc^ algebraifc^e gnnctionen bargepcflt werben, unb 
trnnöfcenbentc glac^cn, in beren ©(cicbnng tranöfcenbente gunctio^' 
nen eintreten. 

J)ie atgebraifc^cn glätten werben wicber in gla(^en erftcn, gweiten, 
tritten u. f. to. ®rabc5 cingettjeitt, je nac^bem in i^iren ©teic^ungcn bie 
SSariabefn nur in ber erften ober auc^ in ber jweiten, brüten u. f. w. 
ipotenj ocrfommen. Üöir fonncn und f)ier nur mit einigen algebraift^en 
glatten befc^aftigen. 

Die Gleichung der Ebene. ifl fcf>on auf Seite 3 ber ©le^ 36 
mcntargeometric bemerft werben, ba^ burc^ 53ett?egun9 einer ?inie eine 
glÄc^e entftebt, unb in ber Zf)ai fann man regelmäpige gla(^en am 
beften baburc^ c^arafteriftren, ba§ man angiebt, wie fte burc^ Bewegung 
einer gegebenen 6ur»e entftanben ftnb. 

^ine (§benc nun fann man Pc^ baburc^ entftanben benfen, bag 
eine gerabe ßinic, bic (Sr jeugu n gö Ii nie (generatrix), in ber SQBeife 
fortgefc^eben wirb, ba§ fie babei ftctd i^rer urfprünglic^cn Jiage parallel 
bleibt [unb^ wäl^renb biefer Bewegung ftetd au einer ^weiten gegebenen 
^ig. 6G. ©eraben, ber Leitlinie (directrix). 




hingleitet. ?(ud biefer (5ntftel)ung^# 
weife ber (Sbeuc lä§t fic^ nun au(^ 
leicht bie (^leicl)ung berfelben abicitcn. 

^Die C^bene iqysr, gig. G6, fann 
man babnrt^ entftanben benfen, 
ba^ bie gcrabe ?iuie nj^ (generatrix) 
mit flc^ fclbft paraflcl an ber !^inie 
nr (directrix) bin fortgefc^oben wirb. 

$;ie ©leic^ung ber \iinic n;>, a\i 
einer in ber (Sbenc ber xz liegenben 



©eraben, ift 



' Google 



78 



fünfte, ginien unO Oberfläct^en im 91äupi. 



z -= ax -\- d, 

too a bie trigonometrif^c Xonöcnte bcd 2DinfcU bejei4>nct, mtX^tn bic 
©crabc np mit ber 2lrc ber x mad^i, d aber bcn Slbflanb On. 

3)trecttijc ^abcn mit bic in ber (Sbcne ber yz liegenbe ®crabc 
nr angenommen, beren ®lei(6ung ift 

z =z by d, 

»0 b bie triöonomctrifdje Zan^tnit be« 2ßinfeld bejeit^net, mt\ä)tn bic 
©erabe nr mit ber 3lre ber y mad^t 

@d fei nun bie ^rjeugung^Unte parallel mit fic^ feibjl bid in bt( 
^age CJ \)erfd^oben nnb auf i^r ber ^unft M bejei(^net. (äoQv 
binaten biefed «Punfted M [\nt> nun MA = z, FA = x unb AIl=y. 
@0 fommt nun barauf an, ^u ermitteln, in roelt^^er 2öeife bie Orbinat« 
z ob^dugig ift öon :c unb r/. 

5)enfen wir und junöt^p öon C ein $erpenbifel Ci? auf MA 
öefaüt, fo t^eilt biefed bie Drbinate bed fünfte« M in jwei ^T^eilc; 
ed iß namlict^ 

z = MA = MB + BA (1) 

S'iun ifl aber CB pataüel mit ber ^re ber x, unb ba ferner CJ 
paraflel ij^ mit np, fo ift auc^ a bie trigonometrif(^e Tangente beS 



«ig. 67. 



«löinfel«, roelt^en CJ mit CB ma^i, 
ed iß alfo 

MB = a.CB. 
fflwn ifl aber CB=FA = x, folg* 
li(( aud^ 

MB = a.x . . . . (2) 

(5d ift aber ferner BA = CF; unb 
ba C ein $unft ber 2)irectrir nr ift, 
bejfen 2lbfcijfe 0/^ (gleich mir 
mit 1/ be^ei^^nen njoflen, fo ijt offenbar 
BA = CF = by -\- d . (3) 
©ubßituirt man nun in ©lei-- 
(^ung (1) für MB unb BA i^re Söert^e bei (2) unb (3), fo fommt 

z := ax A- by d (4j 

wel^ed bie gefut^te ©leic^ung ber ebene ift. 

3ebe @let(^ung bed erflen Orabet jroifc^en ben brei 33eränberli(^cn 
X, y unb z Id§t jlt^ nun auf bie gorm ber @lei(^ung (4) gurücffu^ren, 
jebe ©leic^ung öon ber gorm 
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ga: hy kz l = 0 (5) 

iR mlö)ci g, h, k mh l Ulkhi^t conflante gacipceit ht^^ntn, atfi> 
W @(ci<^ittt9 einet <5Bene. 

Besondere IVUe. ^e^en mit in (Slti^m% (5) ^ = 0, A = 0 37 

nnb i = 0, f 0 tebttcirt fie P4i auf 

r = 0 (6) 

unb bte^ tft bie (^kic^ung bcr C^bene t)u xy, benn fu {q)¥afentirt bie 
(^efammi^eit attet spnnfte, fut loeicl^e g = 0 i% 

Sieb iit <9(ei«ttnd (5) h^O, k = 0 mh l = 0 gefegt, fo 
ge^t jle übet in 

;r = 0 (7) 

toeifl^ed bie ^^teic^ung fut bie (Sbene bee iß. 
3tt g(ei(|ee S^ife eegiebt fli^ . 

y-0 (8) 

aU ©Iciibiuig bcr ©benc ber xz. 

Sieb in ^leicl^ung (5) nur </ = 0 . unb A = 0 gefe^, [0 tpmmt 

ib« 4< i 0 
unb baraug . ^ 

^ = -r 

ober 

« Ä «I ...(?) 

»enn wie m file ben OnoHenten — j feben. iSd ifl biet bie ^fUti^nng 

einet dbene, »el<t»e paiaUei mit bet @bene bet in einem Slbfianbe 
m über ober .unter berfeiben liegt, \t na<^bem bad f&9x^^n oon m 
^oiltio ober negatio ift. 3n gleicher SBeife tft 

. r =r r 

bie ©tetc^ung einer (äbene, welche paraUet lauft mit ber (äbene ber 
unb nm bie Mnqit r oon i^r abftebt, unb enblicb iß 

y = t 

bie ®(ei<(ung einer in ber Entfernung t paraQet mit ber @bene ber ag 
^etlaufcnben ©bene. 

@eben »ii; in (§^(ei(^ung (ö) ^ = 0, fo lommt 

hff + kg + 1 = 0 (10) 

9laib biefer ^(eicbung ^ängt ber SBertl^ oon g (ebigtt^ oon ber 
SBartabern y al>, fo ba§ ganj unb gar gUictH]ültig ift, \vU gio§ man 
4;, toelcf^eo gar - nic^t in ber @lei(t^uug (10) oorf ommt, nef^men mag. ^iefe 
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tjollfümmcnc ©Icic^güItiQfeit öon x fann aber nur fiir eine ßbene ftatt 
^abeu, tvdc^e mit ber %it ber ^ parallel läuft ^ bie @Iei(^ung (10) 




flellt alfo eine ©bcnc bar, rocidjc 
auf ber ©bcuc ber i/^ rec^ttuinfelig 
fte^t, wie bicö für bic in gig. 68 
bargcftefltc (^bcue /lop^ ber gaH ifr. 

3:iöibirt man ©leic^ung (10) mit 

fo erQtcbt flc^ au3 i^r 



ober 



(11) 



^ = «y + 

wenn man « f"'^ — ^ »"^ ^ f^J^ — ^ ^"f (Sbene ber 2t/ 

aflein bejogen ift bie^ bie ©leicfcnnQ einer geraben Sinie sf, n?cl(^c, in 
ber ©benc ber ]jz ttegenb, mit ber ^re ber y einen Söinfel fsO mac^t, 
bejfen trigonometrifc^e ^üangentc a ift, unb irclc^e bie ^Ire ber z in einem 
fünfte / fc^neibet, beffen ?lbftanb fO »om ^nfangöpunfte ber ßoorbinatcu 
ß ift. 

?luf bie ^oorbinaten bed 9ianmed bcgogen reprafentirt bie @lei^ 
c^ung (11) ober bie it^r äqui\)alentc ©leid^ung (10) eine (5benc, roclt^c 
burc^ bie Sinie sf gelegt ift unb mit ber ?(re ber x parallel läuft, ober 
»ad baffelbe ift, auf ber (Sbene ber yz rec^twinfelig fte^t. 

©0 mie np nun ein roitlfürlic^ begrcinjteö 'Bind ber ^tnic sf ift, 
fo i|! auc^ nopq nur ein wiflfürlic^ begräu^te^ Stücf ber burc^ ©lei-- 
(^ung (10) bargeftellten Cn>eue. 

©efcen mir in ©leic^ung (5) h — 0, fo fommt 

(fx -\- kz -\- l = 0 . . (12) 

09. gig. 70. 
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bic ©leic^unfl einer ©bene, toclc^e, roie nopq, gifl. 69, mit bcr 2tjce bcr 
y )paxaUd läuft. 

@benfü ftcflt enbtid^ btc ^tciciunfl 

+ hy + l = 0 (13) 

roelc^c man crl^alt, wenn man fn ©Icicfcnn^ (5) k = 0 fefet, eine ©benc 
bar, mid)t, njie nopq, gig. 70, auf ber ©bene ber a;y rcAtnjinfelig fte^t, 
alfo mit ber ^jre ber z parallel lauft. 

Durchschnitte einer Ebene mit den drei Coordinatenaxen. 38 

3ebe (Sbene, welche nid^t paraflel läuft mit einer ber brei ßoorbtnoten* 
axtn, mu§ afle brei Jiren fdjueiben, unb man finbet ben $)urc^f(^nitti3« 
punft ber (Sbcne mit ber 5tre ber z, mm\ man in ber ©leit^ung ber 
^bene (@lci(^unQ (5) x = 0 unb y = 0 fefet. (5ö ergiebt ft(^ aldbann 

l 

' = -y 

Um ben $unft ju pnben, in meld)em eine ©bene bie ?(xe ber y 
f(^neibet, ^at man in ber Olcic^ung biefer @bene .r unb z gleic^ ffluU 
ju fejjen; auf biefe Seife finbet man 



Bifl. 71. 




1 



l 

gür ben 5)ur(bfd)nittdpunft ber 
@bcne mit ber %xt ber x pnbet man 
enblid) 

l 

X = 

9 

»enn man in ©leic^ung (5) y = 0 
unb z — 0 fefet. 

@ö fei g. 53. bie ©leic^ung einer 
@bcne 

lfix+0,dy + l,2z—3fi=0 (14) 

53ejeic^)nen roir bic $)urc^f(^nitt3punfte biefer (5bene mit ben 2lxen ber 
y, bcr z unb ber x tnxd) A, B unb C, fo ergiebt 

für ben ^^unft i4 ....?/ = -f- 4 
» » • B . , . . z = -j- 3 
»» » (7....a;=-}-2. 
3n gig. 71 ift bad jwif(^cn bie pofltiüen ^Irmc ber (Joorbinaten* 
arcn faUenbc @tu(f biefer (§bcnc bargcftcdt, inbcm man bad (Zentimeter 
jur Längeneinheit gewählt t)at. 

awüllcr, analDttfc^e ^romttrte. G 
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Die ®(eic^mug ber gerabcu ?{uic i^C, in mctdjcr bic ^bcnc ©Ici^ung 
(14) bie @bene bcr xz fc^ncibct, crgicbt fic^ aud ©Icic^uug (14), wenn 
man in ®lct(^uiiö (14) y = 0 fefct; man pnbct auf bicfc $Bcifc 

1,8 a; + 1,2 z — 3,6 = 0. 
©ffct man in ^Icic^un^j (14) = 0, fo pubct man 
0,9»/ -(- l;2z — 3,6 = 0 
ald ©Icid^untj bcr ^inie /IVi, in welcher nufcrc (Sbenc öon bcr @bcnc 
bcr yz gcftlinittcn wirb. 

®cfet man cnblic^ in ©Icicbnuß (14) z ■= 0, fo ctMlt man 
®Icic^unfl bcr ?inic ACi 

l,8.r + 0,9»/ — 3,6 0. 
(Sö fei bic (Slcic^uuö einer (^bcuc 

— l,2.r + 2»/ + 1,82 — 3,6 =r 0 .... (15) 
Sejcic^ncn wir iincbcrnm mit A bcn Dnrd>fcbnittdpuuft bcr ^bcne (15) 
mit bcr 2lre bcr y\ mit B bcn $)nrd)fcbnittöpnnft bcrfclbcn mit bcr ?Uc 
bcr z nnb mit (^ cnblic^ it^rcn 2)ur(^fd?nittöpunft mit bcr 2lxc bcr se, 
fo cr^icbt fl(^> 

fnr .1 . . . . j/ -(- 1,8 

» . . . . 5 + 2 

. C . . . . .r = — 3; 

bic ^bcnc l^at atfo bic Ji^. 72 bar^cftcatc ^a^c. 

gig. 72. 




3n gleicher ®cifc ftcüt JÜfl- 73 ein ^tücf bcr (5bcnc bar, bcrcn 
©Icicfaung ift 

— l,8.r — 2./ + 1,2^ + 3,6 = 0 . . . (16) 

UcbuuflSauf gaben. T)ie @lei(^nngeu jmeier Ebenen feien 

1,8a- + 0,9»/ — 1,2^ — 3,6 = 0 . . . . (17) 

unb 

— l,8jr + 0,92/ + 1,2z + 3,6 = 0 . • • • (1«) 



fünfte, ?micn imt> iDbrrflädjcn im 9laum. 83 

3u njclc^c« fünften fc^ueibct jcbe tiefet Ebenen bie ©oorbinatenarcn. 
SÖcIc^ed flnb bie ®lci(^Hngen bcr Qcraben ^iiiieu, in welchen jcbe tiefer 

Sig. 73. 




©bellen bie brci (^oorbinatcncbcncn fcbncibct? — 2Bcnn biefc J^tflflen 
beantwortet finb, ftcfle mnu jebe bicfcr (Ebenen burd) 3ctf^"it"Ö »ßf^ 
bcr ÜJ^et^obc brtr, wie ed in gig. 71, 72 nnb 73 für bie Gleichungen 
(14), (15) nnb (16) (jefrf^cbcn ift 

Die Gleichungen der geraden Linie, ^mi ebene glac^en, 39 
bcren @leid)nngen fein mo^jen 

ax -\- Oy cz -\- d = 0 (1) 

unb 

a'x -\- b'y + c'z -\- d' = 0 (2) 

fc^neiben [xd) fJetd in einer gcrabcn ?inic, wenn nic^t etwa bie beiben 
<§benen (1) nnb (2) einanbcr parallel jlnb, wad nnr ber gall ift, wenn 
a = a', b = b*, c = d nnb d = d'. 

2)ic Kombination zweier @lcid)nni^cn ber Vlrt, wie bie ©leic^nngen 
(1) nnb (2), ftcllt alfo ftctö eine gerabe ^inie im 9^anme bar. 

Um bie^age ber 5)nrrf>fchnitt^linicn jwcicr gcijebenen Ebenen leicfcter 
überfeinen ju fönnen, leitet mon and ben gegebenen ©Icicbnngen gwei 
anbere ab, beren jebe nnr jwei 35ariabcln cntbatt. 9Jiultiplicirt man 
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®lctd)uug (1) mit a', @Ieid)ung iß) ober mit a, fo gelangt mau burc^? 
©ubtroction ju bcr @lci(^ung 

bie »ir einfadb ä i i * a /a^ 

/Jy + + ^ = Ö . (3) 

fj^rdben tooQeit. ^ultiplidtt «an bagegett bic ttftt ^lei^ung mit bf, 

bie zweite mit b, fo gelangt man auf bemfelben Sege tintt ®ku 
c^ung 90U ber gorm 

a'.r -\- y'z + & = 0 (4) 

^ bie @Uicbttttgen (3) unb (4) auö beu ®let(^ttngeit (1^ unb 
(2) abgeleitet finb, fo mdffen aui^ biefelben iiifammengebfttigeit ffier^e 
öon .r, y nnb »el<bf "ben beiben Gleichungen (1) unb (2) genügen, 
jugleicl? beu bcibeu (^icic^uugcu (3) nnb (4) genüge leifteu, ober 
mit anbeten Korten: bie Ebenen <^lei(bung (3) unb <S^Uic|^ung (4) 
ffl^neiben fi^ in benfelben Geeaben, in »eilten fiA bie (Ebenen <9Iei< 
d)un(^ (1) unb @Iet<^>nng (2) fc^ueibeu. 5)ie $age ber Ebenen (3) unb 
(4) ift aber lcid)ter gu überfe^en, weil ibrc Ö)lei(buugeu nur jivci 5ßa= 
nabeln entbaUen, meil olfo fowo^l bie (Sbene <§^Ui(|^ung (3) atö auc^ 
bieiSrbene Q^Ieic^nng (4) auf einet bet (Sootbinatenebenen tet^inMi^ ftebt 
©leitbung (3) fteflt eine (Sbene bar, »elAe mie bte mit TV bc^eid).- 
nete (Sbene bet gig. 74 auf bet (&Unt ber yz rec^twiufeltg fte^t, mab' 
$ig. 74. tenb bie <3>lei6ung (4) einet auf 

bet (Sbene bet xz te(^i»in!etig fkt^tn* 
ben(5bene, etwa bet@beneP, gig. 74, 
augcbört. AB ift bie $)urc^f(^ntttd* 
linie bet beiben (Sbenen, n>elc|^c in 
unfetet ^i^ux nnt bed^alb begtänst 
erfcbciut, mii ou^ oon ben ficb in 
AB fc^ncibcnbcu C^beucu nur ein 
milKtltlifl) begt&u|ted (Bind in . nnfent 
gignt gejei^net i% 
2luf bie ^bene ber .vz belegen fteHt ©lei^nng (4) bte ^Projcction 
^et ^^inie AB auf bte ©beuc ber xz bor, tüte benn ou(^ bie ^tojectiott 
bet ^init AB auf bie (Sbei^e bet but^ bie Gleic^ng (3) bargen 
#ent »itb. /^^^ 

Senn alfo bie ©leic^ungen jmeier Ebenen gegeben flnb, fo fann 
mou auö benfelben nac^ beut obigen ^erfa^ren bie ^rojcctionen i^ter 
^ttt^fi^nittdUitie auf bie^(Sbene bet wz nnb bet yz ermitteln* 



wmm 
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^tt gleichet Seife ^atte man auc^ bie ^ßrotection bei ^ux^f^nittii^ 
Unit auf bet (thtnt bet ^rj/ finbcn tdnncii. 

Um ba« ctcn 9<fpro(|ette git ttläntttn, »offen mit bie ^ProjecHoncn 
ber finit fitd)en, in »deiner bte f(^on im «oHgen Paragraphen be^ 
fprcc^euen Ebenen 

l,8d? + 0,9^ ^ 1^* — 3,6 = 0 . • . , (5) 

unb 

— i;2a; + 2y -f- 1,8^ — iJ,6 = 0 . . . . (6) 

fct^neibcn. d^Iintinirt man x and biefen beiben ^(ei^nn^en, fo fowmt 



4,68 1/ + 4,1)8-? — 10,8 = 0 

ober 

z = - fj + 2,3 (7) 

aU ^rojcction ber ^riirdjfcbntttdltnic auf bic (^bcue bcr yz, 

IDurcb (^Umination mi y aud ben (Gleichungen (5) unb ((>} ecgubt [ich 

Ä = — 6,9« + 5,0 (8) 



für bte $roiecUon bev ^nrdbfilniit^Iinie anf bie €bene ber xz. 

gür bic ^rojecHon ber befprocbenen 3)urd)fchnittdlime auf bte dbene 
ber xy ergtebt fich enbiic^ burc^ <§iimmation oon z aud ben ^Uichun^ 
gen (5) unb (6) 

y = 64: — 2,7 (9) 

3nr Uebnng ^ei^ne man in ein Urenffbema mie ba# ber S^d- '^^ 

nicht afleiu bie (Sbeue ©leidjunq (6) ein, fonbern auch bic @bene ®Uu 
chung (5); jtehe bann bie ^ucchfchuittdUnie ber beibeu Ebenen unb be^^ 
^mme an4 in ber gignr bie ^rojiectionen ber ^ntct^fcf^nitt^Unie auf bie 
brei (Soorbinolenebenen. 

3n gleicher Seife berechne unb zeichne man bte ^Projectionen ber 
geraben ${nic, in welcher P(h bie burch ©lei^ung (14; unb (17) in 
&ite 82 bargcflelUen (Sbenen fc^^neiben. gerner be^mme man bte 
fcl^niüdUnie ber (Ebenen iSUlid^m^ (16) nnb mtiä^un^ (17) n f. 

Bio Oleiobnngeii des Punktes. 3e §mei (Sbenen f^neiben fi(( 40 
in einet geraben ^nie, febe gerabe 9inie fchneibet aber eine iShtnt in 

einem ^-punftc, menn nicht bie gerabe Vtnic mit ber (^bcue parallel läuft. 
SOBenn man alfo bie beiben Gleichungen einet gerabeu ^inie mit ber 
^feit^ung einer (Sbene combinirt, fo wirb man bnrct^ bie (Kombination 
biefer brei Gleichungen bte (Soorbinaten be« ^nrf^fi^nittepnnfied erhalten. 
(^0 feien 3. 

ax + Oy + cz + d = 0 (1) 

a'as + b'y + dg + d' =zO (2) 
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bic (reiben (S^le^uttQcn tintt gevabett i^itiie unb 

af'«-|- b^'y -f (/'^-j- if«= 0 ...... (3) 

tu ©leic^uug einer (§bene. 

^tc (Kombination bief« brei ©IHt^un^cu liefert für jebc ber btei 
Unbefamitcn a:, y unb z einen fpecteQeu Sertbr utib biefe Sertl^e l>oti 
j;, 2^ unb melf^e 9(et<|»iKcitig bcu ©leii^ungeu (1), (2) unb (3) ^t* 
nugen, (Inb bte (^oocbtnatett bcd $uttfte^, in metcbcm b<c ^bcne ®(ci« 
d?un^ (3) iLu Lii ^inie ©leicbuni; (1) uut (2; ijitiojfeu loirb, ober 
mit nnbercu ^iSiutcn bie ^oorbinatcu be^^ 4>unttc(^, in »elcf^em pc^ 
b(ci (&b«nen fi^ncibeu, toc^e burc^ bie ^Uic^ungen (1), (2) unb (3) 
bargeflettt {inb. 

5){e (Kombination brder ©leic^nngen erften 0^rabe0 sunfdjen ben 
brei 5?frnnbcrlt(f>en x, ij «nb z ftcUt alfo ftcto einen '|.Uinft im JKaumc bar. 

(äüuibiuiit man ^ iö. bie (>)lcicbnnöeu (14), (iö) unb (KV) in 
6eite ^2, fo finbet man aU (Soorbinaten bed ^nnftei», in melcbem fict» bte 
brei bur^ iene (S^leict^ungcn bargeficllten Ebenen fifineiben, 

X = 0,74 
y = 1,57 
z = Ü,73. 

3ttr Uebttng berechne man bie (Soorbinaten bed Ißunfted, in metcb^ 
ficb bie bur# bie (S^Ietc^ungen (14), (15)nnb(17), (Seite 82, bargefte^en 

(Sbenen [d^uciben. ©benfo ben 2)nrd^|cbuittevuuft ber (Ebenen (^lei(bung 
(U), (16; unb (18) ii. f. »- 

41 Diirchscbnittspunkte gerader Linien, ^nihrenb imi in ber- 
fclben (^bcnc lici^cnbc gerabe Linien pd? jebenfaflö in einem ^-pnufte ober 
imi ebene Stächen ßci^ (ebenfalld in einer geraben ^tnie fc^neiben (ben 
gall bed ^ßarattelidmud andgenommen), fdnnen ixo^ gerabe Linien im 
SKaitm neben einanber ^ertaufen, ob^e Pc^ f^neiben. 
@d feien 

ix = az -\- a (1) 

' hj -=\>z + ß (2) 

bie (^leitbnngen ber geraben ^inie AB^ gig. 75, ober mit anberen 
Sorten; ed fei (1) bie (9lei<^ng ber $roiection ab ber Sinie AB auf 
bie (Sbene ber s^z nnb (2) bic (3>(ei<bung i(;rer ^rojection auf bie @bene 
ber i^z, (Sd feien ferner 

= a'-2 + a' (3) 

}y ==: Vir + (4) 
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in (^ieic^cm <Siune bic ©Icic^uuflcn ber Sinic CD. ßombintrt man bic 
®lcid)ungcu (l)uMb(2) mit @(et(^img (3), fo ert>ält man bic ^oorbinatcn 
A-', y' unb z' bed ^^unftcö P, in mclc^em bic ^inic AB bic ©bcne 



Bifl. 75. i^ig. 7G. 




(?Mcirf)unij (3) (alfü bic (Jbenc r/>c(7) trifft; alfo snna(()ft für bic Jpö^e 
bcd ^Jnnftcö nbcr bcr C^bcnc bcr ry auö bcr ©Icic^fcfenng ber 2öcrt^c 
\)ou .r in ©Icicbnng (1) nnb (3) 



a a' 



z' = -, (5) 

a' — a 

C^ombinirt man in fllcicbcr Seife bic ©Icic^nnflcn (1), (2) nnb (4), 
fo erbalt man bic ^oorbinatcn ^v", y" nnb z" bcd ^^«iunftcd R, in mclc^em 
bic ?inic AB bie (natürlic^i ilber bic («Jränjen bed QSicrccfä CD&J, 
erweiterte) (Sbene CDc'd' trifft unb gunäc^ft für bie bc« ^fünftes 
Ji liber bcr (Sbenc bcr xi/ 

= (6) 

b' — b ^ 

5)a nun bic ^actoren a, a', a, b, b', /5 nnb i^anj nnab^än* 
^ifl »on cinanbcr ftnb, fo werben im ^IHgemcincn bic SÖcrt^c »on z* 
unb 2'' unqleid) fein, bic fünfte P unb 72 alfo in ücrfcfcicbencr Jpöbe 
über ber ©bene ber anj liefen, ©ine ^urd)fd)neibnn(^ ber beiben Linien 
AB nnb CT) ift aber offenbar nur bann mö^licb, wenn bic beiben 
fünfte P unb R in einen eingi^cn jufammenfaUen, wenn alfo z'=:z'\ 
worauf fic^ für bie $?urd^fcbncibnnö ber beiben Linien bic ^BcbingnnQ^* 
gtcic^un^ 

a — a' _ ß — ß' 
a' — a ~" b' — b 

crgicbt. 
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feien 9. bie ®fei4itii(|ctt dnet ^craben ^titie 

y = 0,4^ — Sj 
^ie Gleichungen einet jmeiteu %tnie feie« 

= — Ofiz 4- 1 i 
^ie (S^leic^ttnoeu einer brüten ^iutc cnbltc^ [eieii 

IDelf^e tiefet btei iSittiett fd^neiben fl(|i unb toeliJ^e f^netben {!<( tiii^t? 
S)entt b(c Gleichungen gmeter getaben ^nten int ffianm gegeben 

finb, fo fnnn man benSQötnfet berechnen, mltbcn fic mit etnanber macfccn, 
unb in ä^niififu ©ctfe, wie ce füi* bic Linien in bct (Sbciie gcfctuben 
ißi tattn man eine ^ebingnng^gletclinnQ entwi<tetn, meiere erfuftt fein 
mnif wenn swei gevabe Linien im tftaum einen tecbten tDinfei mit ein« 
onber ma^en foflen. 2Bir woflen biefe grageu nur erwä^>nen, o^nt auf 
ihre ^ö|ung l)U% meiter einzugehen. 



3n>(iied ^ia^ttel. 

Grumme JOberf läc^^en. 



42 SntBtehuiig regelmäßiger Oberflftobaa. ^ie eegelm&Stgen 
Obei1l&4en laffen {l(h am |ioeMI$igflen butdh (Sniße^nng, 
bntiih 8ewegnng einet gegebenen (luti»e beflniten. Wim nnterftheibet 

in biefer 58ej|ie^ung h^'Wpif^ift'lif^ ^^^^ S?lrteu yon Oberpcbcn, iinmltch: 

1. i^plnibnfche Dberftächeu, mld^t baburch entftehen, ba§ man 
eine getabe ^inie, bte (St)engnngdUnie (generatrix), patattel mit 
fiih fcibft in bet ^eife fottfchiebt, ba$ fie bei biefet Bewegung ftet0 an 
einer gegebeneu 6unjc (fteitlintc, directrix) Ijui^Uitct. 

2. ^onifcbe ober ^egcloberf lachen merben baburch erzeugt, ba§ 
eine gerabe ^inie ßetd burch einen nnb benfelben feften ^untt ge^enb 
an einet gegebenen Leitlinie Ih^tgefÜi^tt »itb. 
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^tck. 77. 



3. JRotnttDuöf ladjcn fmb gldc^n, weltbc babuid) tiit]U^tn, baß 
cme gegebene iäut^t um eine feße ^xt umgebre^t wirb. 

9ßif »oflen mm in bm folgenben ^aiogmi»!^ bie toi<^ttg^en 
^icr^ev gc^diigcn Obetfl/i^eti Betrauten. 

Cylindrisohe FlAolien. ^{c (g^Uif^nttgeii bct (SrieugungaUtlie 43 
Jl/^, gig. 77. feien 

= -f~ ^1 /ix 
y = bz ß\ W 

biefe ^inic parallel mit ftd) fürtgefd}oben micb, fo Mdben a 

itnb b jlet« biefelben, wAl^venb « vitb ß fiO^ fidig Attbntt, wettn bic Sinie 

na<^ iinb tto^ t^re ^age Anbeti. 

(Sc^t man in bcn bctben @lctdMiii,vMi (1) ^ = 0, fo fommt .r — a 

uub y — ß, ed fiub alfo a unb ß offenbar bie (Soorbinaten bed $unfte^ 

A, itt wel^^em bie (SfgeitgutigdUnie bei einet ß^ecicfien ^ge bie (Sbene 

htt ay trifft; eineg ^mHti, welc^eT natürlich feine tage in ber tSbene 

ber xy Snbert, njcnn bie (STTgcu* 

gnngdlinie fcslgcfct^en witi»« 

9Ul^men mit nun bet üiiu 

fac^t^eit »egen an, bie ^itlinie 

fei eine in ber ©bene ber xy 

Uegenbe (&n%^€, fo btt^nnU 

A ein ^unft bei eeitlinie unb 

er foU bei bem ^ortfc^ieben bee 

(Srjengungölinie bie 2)ircctrir 

befc^tciben. ^ mit bie (Soor« 

binaten biefe« ^unfteg mit a 

unb ß be^eiilrnet b^ben, fo ift 

ß =/(«). i^) 

bic ^teif^ung ber directrix. 

^ie cpUnbtrifi^e DUtfäd^ i^ nnn eine folc^e, me(<^ ben bttn|» bie 

bctben ©leiciniugen bei (1) nnb ber @let(^nng bei (2) auöqefproc^enen 
59ebingnngen jnglcic^ ©enuge leiften foH, n?ir »erben atfo bie @lei(^ung 
bef cylinbriffben Oberfläfbe babnrc^ erhalten, ba§ mit bie bret iS^ieif^un^ 
gen combinieen nnb bnril biefe (Kombination et nnb ß eliminiven. Sing 

ben beiben Gleichungen bei (1) ergiebt fl<i^ 

a = x—azi « 
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mib mciiti man bieft Scvti^e in 9Ui<lnng (8) fnbfHtnht 

y — bz = fix — az) (4) 

atö aQ^ememfic Sorm ber ^tci($ung einer (S^liubeijia^^e. 

CStd fei 9* bie ^ciHinie ein Kreid, wetc^er in ber dbene ber xy 

Hcijcub bin ?lufaMj)i^^)unft ber (HLitmulcu juiu llKtticlpiuiftc bai, iinc 
bicö bei ber isiß. 77 bnr(^epentcu (5vliuberflad?e wirflt^^ bct gall ift, fü 
wiUbe <S)Uic^ung (2) werben 

-(- = r«, 

oenn i* ben fSiMvA bed ^retfed be^eicbnet. ^t%i mm tn biefer ®leU 

cbuiig für « uub /i il)re SÖertbe bei (H), fo femmt 

{a — + (i/ — bzy = i'2 (5) 

aU <3>Iei(^ung einer fcbtefen ^^linberpac^e «en treidf(^rntt0er $afld. gfir 

ben gflü, boS bie ©rseufjuufliJliiiie mit ber 9rre ber z ^arrtHe! tnuft, wirb 
a = 0 uttb 6 0, iinb aiiö (^lci4)uii(j (5) wirb für biefcn gatt 

.1-2 -|- = (fi) 

loetf^ed bie @Ui4)und etne# geraben %Iinberd !»on trci^förmtger ^aßd 
if^^ beffen Ure bnr^ bie SIre ber z gebilbet wirb. ^ in biefer ^Uu 
(buiiQ (6) gar nic^t ^jorfommt, fo bUibt ci> lutö anUtiirlid), iucld)cd aud? 
bie (ufammenge^örigeni ber ^Uic^uug (6) genügenben ^ert^e »on ^ 
nnb y fein mj^gen. 

$ie iStei^nng eine^ (Spliuberd »9n freidf^rmiger iOafId, beffen ^rc 



bttr(^ bie Hxe ber gebilbet mirb, ift 

2;« -|- «/2 ^2 (j^ 

loal^renb 

^« + ^2 — r2 (8) 



auf brei rec^twinfelifje C^ooibinatenareu im 9iaum belogen bie ©kidnmg 
etned (SpUnberd »on tretdf&rntigei ^afld iß, beffen Iftxe mit ber ^re ber 
y ittfammenfAUt. 

IGSirb bie Leitlinie %m ^eraben iginie, fo ge^t bie ^plinberfld^ in 
eine Qrbeiie über, ober mit aubcreii $öorten bie (Sbene tft eine (^pUubcr^ 
ß^cbe, bereu Leitlinie eine gerabe '\\\, unb aud biefer ^Definüiou mu$ man 
aii4^ bie @yiei(bnn(| ber iSbene ableiten (önnen. 

@e^n mir in ber 3:bat für bie iSieidynng (2) ber «eittinie 



c/3 -f = 0 (9) 

wo c unb <i eenftante ^actorcu be^eic^nen; fcluii luir bann in biqe 
^Uif^une (9) für a unb /} i^re ^ert^e bei (3), fo tommt 

4f _ a;p — c(y — 6«) -|- d =r 0 (10) 
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eine ©W4>wng, »cl^e in iBcjtel^ung auf x, y »nb z oom erflen ©mbe, 

Konische OberflAohen. ITonifcbe gUcf^cn ober J^e^elf (Alicen 44 
»erben bnt* We «ewegimö einet ®er«ben etgeugt, wcl^e flett bwt^ 

einen feftcn ^sinift i^cljt, bcffcn (^^omHuatcn a, b itnb 6- fmb, jveld)c aber 
bei i^rer ^ref^uug um biefeu $uuft ftetö au einer gegebeueu ^etUiuie 
fiergefu^ti wirb. 

3n ^t(|. 78 fei M bei fiKC ^nuft, bind) mefdieu bie (Srienpußö^ 
Itnie ftet^ ge^eu feil, ^ic (iourbinateu bejfelbeu feien 

Mh = a 
Mg = b 

uub bie ^ö^e be^ ^4]un!k'd M ühu i)a (5^bene bcr xy = 

<5« fei feinet MA bie (Staengungdlinte in einet bet öetfc^lebenen 
««gen, wel*e Je annehmen fann, fo finb gt nnb Ät» i^te qjrojectionett 

?¥i9. 78. auf i)ic Ebenen ber xz uub bet y^; 

uub bie (^iti^f^m^ux biefer g^toiec« 
Honen 

(« — a) = «(xr — c) . . (1) 
unb 

(tf ^ b)^ßiz c). . (2) 
^iet finb a unb 6 unmAnbet« 
Cicl^e ®rö§cn, mabrenb « unb j3 t^re 
SBertbc aubern, wniu bie (Srieu^uu^ö^ 
Hnie iu eine anbete i^age libetgefu^tt 
witb. 

©ejeic^nen tt?ir mit unb iy' bie 
(^oorbinatcn bc^ ^^unftc^ A, in weU 
c^em bie (St^eugung^tinie bie <Sbene 
bet xy tA^f fo flnben n>it bie SBettl^e t^on unb n>enn mir in 
@)(ei(|)un0 (1) unb (2) = 0 fc^en. <&ö ergicbt «auf biefc ii^eife 

= a — ) 
^ = b — ße\ 

9^un aber foU bie (StieugungdUuie fo gefü^tt wetbeUi baf bet ißunU 
A iiet^ in einet <ltttt)e MeiM, füt beten ®Iei<|nng mit 

y =/w (4) 




(3) 
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annehmen woden. Btt^tw totr in biefe ©letc^ung (4) bie ^txi^t oon 
unb y and iß), (o fommt 

(6 ^ /Je) = /(a — «c) (5) 

«itb in bicfcr ^Ici^iitid l^at matt nitv He SBerft^e »Ott a uttb ß 

fubftttuuen, n?el(|>c auö beu C^)lcid)ungen (1) uub etgeben, ttäniltc^ 

^ a — a \ 

unb (^) 

*^ « — c ) 
um bie ^leid^uug ber fonifcbeu Dbec^dc^e er^aUen. 

<Se fei 3. 9. bie i^ciHiitie ein in bev ISbene ber drjf lie^enber Stwk, 
beffen 9{iHeI|»uttft mit bem llnfangd))unfi ber ^Sopfbinoten gufantmex« 
f&m, (0 toilb ^Uic^ung (4) 

4?*» + y'« = r». 

®e|en loit in biefe ^(eii^img ffir ^ nnb 2^ i^ie fSeri^e bei (3), 
fo fomnit 

(a — acy + — = 

^bftitiiitt man in biefer ^Ui^ung für a nnb i^re ^eft^e bei 
(6), fo lommi 

("-7^,-)*+('-^^-)" = " 

unb na4^ m\%vx Umfonmtngtn 

r»(« — <?)» = {ßz — ßj?)» + (6i — cy)» 

füi bic ©leidjmiq etnco fcbtcfen .^egclö ücn freidförmigcr *Bnp^. <Sofl 
bee ^e^el ein getabec fo mu$ fein ©c^eitei M auf bet )^e bei 
z liegeUi alfo a = 0 nnb 6 = 0 fein, mit|fin et((iebt |ict^ 

r«(* c)« = + r/2)öf (7) 

(lU ©Icic^uufl beö geraten ^cgel'^ öüu frciijförttiiget ^afid, wenn c bic 
i^l^e beft ®<f^eiiel^ttnftei( öber bee (Sbene ber unb r ber dtabiud 
bed in ber ^bene ber Keqenben i^eitfreifeft ifl. 

$a(^e tcr ^eitfieiiJ, beifeii :}uVDiu3 gletd) r, m tev @bcue ber nnb 
bei «öct^eitcl bed ^Jcgeld auf ber 2lre ber um bie Sänge c t>i)m ^n* 
fangd||)nntt ber (Soorbinaten entfernt, fo to&re bie ^^leitf^ung be« ^egetl 
r»(* - ay = (xf* + (8) 

Botationsoberflftohen. ÜJlit bem Flamen ber S^otationdober« 
fUc^^en ober ber Umbre^ungdoberfU(|^en be^eic^nei man foU^e 
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£)6crflä(6,en , rocicfcc man jitfe burcfc Umbrc^ung einer beliebtflcn ^urüe, 
ber 6rjeugnngdlinie ober generatrix, um eine fefte ^re entftanben 
bcnfen fann. 

SJlan fann [id) bie 9^otationgflä(^en anc^ in ber 2Öeife entftanben 
benfen, baj ein Äreiö, beffen @bene fenfrcc^t auf einer feftcn ?(re fte^t, 
^araflel mit jid? felbft in ber 2Öeife ücrfc^oben wirb, ba§ babei ber SDlittel? 
puuft bed Äreifed ftetö auf ber 2lre bleibt, fein 9f{abiu^ aber fo ab^ ober 
gunimmt, ba§ feine ^erip^eric ftetd eine (gegebene 6uroe fc^neibet, wie 
bit6 burc^ gig. 79 erläutert wirb, in welcher bie ^re ber z jugleic^ bie 
?Ire bilbet, weldje fammtUcbc Ärei^mittelpunfte oerbinbet. 

fflaöi biefcr Icfetcrcn ^Definition lä§t fidj nun auc^ teidjt bie aUge* 
meine gorm ber ©leidjuug ber Umbre^ungdoberfläc^cn ableiten, ©in 
jebcr ?Punft M einer folcfcen DberfiddJe gebort einem greife an, beffeu 
SfJabiud C.}f = CF wir mit r bejeic^nen wollen. Sejcic^nen wir nun 
mit X unb y bie ©oorbinateu Ca unb Cb be^ ^unftcd M, fo baben wir 

jr2 -f 1/2 = (1) 

3)er 3fiabiud CF = r dnbert aber mit bem Slbftanb CO = z, 

ober mit anberen SBorten ed ifJ r 
eine gunction tjon z, b. ^. in 3^^^^^« 
. r =fiz) .... (2) 
JDie @leic^ung (2) ift aber bie 
@leid)ung ber duroe OF*F, burt^ 
bereu Umbre^ung man unfere Ober? 
flä(^e eutftanben benfen fann, wenn 
mau mit r bie Orbinatc C F bed 
^Punfted bejeid^nct, welche ber 2lb? 
fcijfe OC = z entfpric^t. IDie ®lei^ 
Äung ber öiotationdoberfläcbe ergiebt 
jlc^ aber, wenn man in ©lei^ung 
(1) für r feinen SBertb aud @lei? 
d)ung (2) fefet. fommt aldbann 

^'' + y'= /W' . (3) 
M bie aUgemeinfte gorm ber ©Icic^ung einer ÜHotationdoberfläc^e. 

Si^e^mcn wir g. 53. an, bie (Srgeugungdcuroe fei ein Äreid, beffen 

gi^abiud R \\t, fo würbe ©leic^ung (2) bie fpeciefle gorm 

r'^ z= — z^ 
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aHiubnieu; mxb abit bicfei ffiett^ öon in ©Uic^uug (1) fub^ituirt, 
fo tommt 

Ä» + + ar« = 

@Ui(^ung einei: J^iic^cl, bereu ^;D^tttelpuuft mit bem ^ufangdpunit 
bei <Sootbinaten §ufommeitfdat unb bcien Siabiud gleich R ift. 

(Srgcuöuuööcurüe fei eine ^ßarobel, bereu ?lre mit bct ^jce kt 
z unb bereit ^tiit\ mit bem ^iifaiiftd|»untt bei (Sooibinaten ittfamntc«^ 
faat; fo ifl il^ie <9fei(bttng 

~ az, 

folglich bie (^Ictcbung beö Umbie^uiigöpaiaboUibö (wU eiu fold^ed 
in gig. 79 bdigefteat ifl) 

-f- !/> = ax: (4) 

46 Rotationsellipsoide. ®cuu eine (^llipfc iii:ri>cbcr um i^rc 

gio^e Dbet um i^ie (leine ^e umgebie^t tviib, fo entftei^ ein Umbic« 
l^ungdeUipfoib. 

^e @Tei(|)img einet <Stttpfe, beten Reine ICte mli bet $(te bet z 

gufammeufäUt nnb für iveld^c mir bie in ber JKidjtuug ber großen %it 
A gemeffenen Slbfciffen mit r be^eic^nen wotlen, ifl 

nnb bataud 

fe^t man biefen ^ert^ \>on in @Uicbung (1) bed ))ortgeu ^4^aiagra^ 
l>beii, fo fommt 

+ 1/2 _ (iy2 _ 

Obel 

+ T/2) + AU* — i4»JB« (5) 

atö @)iei(^nng eined 9totatiou#eai))fotbd, weCdied buii|^ Umbre^nng eine? 
(Sai)>fe um it^ie fleiue, fenfrec^t ynt ISbene bei fte^enbe 9Cie ent' 
ftaiiben ift. 

gtg. ÖU (teilt ein fDl(^e^ 9lotationv$eUipfi>ib bar^ beffeu Umbre^uu((ä^ 
m bie ^«nge B ^ loftbeenb ^ = 3«« ift 

ffiitb eine ©Otpfc, bereu grofc 2lre A fenfred)t fte^t nuf ber (^ben« 
bet um biefe gro^e umgebiebt, fo ent|tei^t ein Umbre^ungdeQipfoib 
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üou bcr in ^1 bargcftcflten gönn, atö bcjfcn ©Icicf^ung man na(5 
bcr foebcn crlantcrtcn ÜJlet^übc 

A^Qj'i + + ^^^^ = ^^^^ ..... (6) 

pnbet. 



<^ii<. 80. 




Umdrehungshyperboloide, ^öiib in ©tcidjnncj (5) bcd \)ort(icn 47 
^ara^rap^cn ba^ ^orjeidjeu ^jon 7^^ qcn3cd)fcU, fo fonimt 

yl2^2 _ ^2 ^.^2 _|_ y2) = _ ^2/^2 (7) 

^leid^nnQ cincS JKotationdbppctboloib^, roelc^ed bn^d) Umbrcf^nnq einet 
^pperbel nm feine 9Jebena.re entf^anben ift. gig. 82 (n. f. ©.) pellt ein 
fclc^ed ^i^perboloib bar, für roelc^ed A = 1,5 nnb = 0,8*="» ip. 

$)nrc^ 33ertanfcf>nng beS 9Sorjeid)en^3 öon 5^ (^(eid>un»j (0) cr=? 
Ötebt fic^ 
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Ai(y^ -\- z^) — j52j.2 ■= — A^BK . . . (8) 

»clcbcd bic ©leidjung einer Oberfladje ift, welcbe burc^ Umbrebung einer 
J^pperbel um i^rc ^)anptare entflanben »p. (5in folc^ed Umbre^ungd* ] 




1 ' J ^: 

m 

Stg. 83. 




^pperboloib ift in gig. 83 barfleftelU, unb jjuar gleic^fadd für A = 1,5 
unb B = 0,8'="'. 



9 
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® urd}fd;uetbuti9 frummcr Cfccrfladjeu 

mit ebenen ^läc^em 



BinlSMh und doppelt gekrümmte Ourven. i^lti^mit hit (&ems 48 
Mnattott ber ®lMm^tn pntitx tUntn %lä4^n bie ^ntf^fd^niitölinie 

bcrfclbcu baijklU, \o iinrb allgemein bte ^lmuI iiiatieu ^lucicr @lcid)uuj^cu 
mit bcn ^Bartabclu .r, y unb z bic ^)urc^|c^mtt^linie repräfentiren, in 
.wc^er fi<^ bie bciben biuct^ bie fraglicl^cn ^^Icic^ungen befittiTteti ttnm* 
mett g(A<^eit M^itdben. 

6ö fcicu j. ^. 

A^,y,^) = 0 (1) 

uub 

F{x,y,z) = 0 (2)^ 

bie ©leic^uiiöcu gtrcicr Fnuunien Dbcrfläcl)C]t, fo wirb bie (^cfammt^clt . 
ü\Ut ^mlit, beren (Sooibinaten gugleid; ben beiben (^(eic^^ungen (1) unb 
(2) <9etifi9c (df^n, bie ^iif<|»f<(nitH»Iinie bet bciben gfa<^eti (1) unb 
(2) fein. 

3m ^lUgemeincu wirb bic Durctfcftnittdlinic jweicr fnnnmeu Ober^ 
fidc^n ni(^t in einec ^bcne enthalten fein, nnb in bicfem gaUe ^aben 
wif mit einet <lttrt>e bo|>)»e(ter A(ilmmnn(( im tj^nn. (Snti^en ein« 
fachet J^TÜntmunq Pub folc^i <Stt?i9eni beten$nnfte fAmmtlil^ in einer 
unb berfclben C^bcnc Hetzen. 

(SuiDeu einfacher ^nimmuiig catfte^en ieber^eit bei ^uictifi^neibnng 
einet (fnmmen Oberfiäct^e mit einet d^bene. 

Sit müfen und ^iet auf bie 9etta<|tun^ bet mic^tigflen SAlle i»9n 
^ur(t^f(^neibung frummec giac^cu mit ebenen b€|ci^rdn(en. 

Durchschnitt krummer Oberflächen mit den Coordinaten- 49 
ebenen, ^et einfai^^ gaH bet ^urc^fcbneibnng ftummet Dbctfäf^en 
mit Qfbenen ifl betfenige, in toel^m bie fc^neibenbe (Sbene eine ttoot« 

binatenebene felbft ifl, weil in biefem galle ihre ^leic^ung eine fe^ 
einfncbe (^etmit annimmt, toie mii aud 37 mi)fen. 

MälUr, analQtifde ecometrte. 7 
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m fei 

fix, t/, = 0 (1) 

t>k mti(3l^mx^ üntt frummeu ObctP*e, fo ^)at man In bctfelben nut 

0 

gtt f(teit, um bie Olldi^iind bei; S^ttn^f^nittöltnie ber fritmmeti Ober* 
fiä^t mit berlSbene bec x:t/ gu finben. ^an ^at bagegen ittaild4ttn<|(l) 

Ä == ü 

ober 

y = o 

gu fefecn, wenn man bie ©leictnuiQ ber (Juroe frabcn »ttl, in n>eld)er bie 
frumme Obet|l&(|)e but^ bie iSbene bec o;^ ober burc^ bie (Sbene ber j;^ 
gcft^nitten wirb. 

(Einige Seifpiete miSgftt bied erlAutcrn. 

1. 2)ie ©Icid^nng cincd geraten .^egelä ifl nac^ §. 45 

r2 — cy = (^3 + 2/2) (2) 

@elKn mit in biefcr ©lei^ung is = 0, fo tommt 

3)er 'I^nrcbfcfcnitt beö .«icci^cl? niii ba (Sbene ber ^t/ ift alfo, »le 
»oiancJjnfc^cn war, ein Stui6 ^oxii ^albmcffcr r. 
^e^en wir in @lci<|»un0 (2) i/ = 0, f o (ommt 




r»(« — e)* = 

= Ii - U)« 



ober 



C3) 



SDiefe ©Icic^nng repräfentirt aber, 
Je nac^bem man ba^ obere ober 
unUtt $priet(|>eii nimmt, bie getabe 
mu AB ober Ä*B', gifl. 84, in 
tuelc^ev OA^OA*=T nnb OC=e 
anfoictragen ift. SfBcnn alfo tic 2ixc 
eined geraben ^egelä mit ber 2lxe 
ber £r sufammenf Attt,. fo ift ber S)ttr4^ 
f#nitt beS Stt%di mit ber ebene bf r 

ein ^9ftem gweier geraben ^nien, 
bie nnter einem Sßöinfel fcf^neiben, 



beffen SEBcrtl^ i)on ben ^^rdfen r nnb abb^ugt 
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2. Sie mix in §. 48 gefc^cu l^abm, ift 
-4« (y2 + — = — ^a^« 
hU9Uiä)unq tint^UmhtthiH^^ptxMeiH, ^ig. 83, befen Um^e^ungeaie 
mit berSlxe ber jufanimcnfaat. Uai bte (S^letrfnincj ber 6>um §u crl^altett; 
in mtl^tx tiefet ^pperboUib Don bn i^bette bec fttf(t)nttten mixh, 
f^i man in oU^tt ^Ui^nn^ nnx e=0 fe(Kn nnb er^^It bann füx 
bie gcfucbte 01ei#nng ber ^nrcbf^nltt^cnm 

toeld^eö betauiuiicl» bie ^lei(|^ung einec <&9))ecbel ift. 

Durohschnitte krummer OhetMcbm. mit Ebenen, welohe 60 
den Coordinatenebenen painllel laoftn. ®ebett mit in ber WtU 
^nn^ einet ftummen füUx^^t x = k obev y ^ ß ober ^ = »o 

a, /5 unb )^ beliebige conftante ©lü^eii be^eic^ucu, fo erhalten mir bie 
©leic^ung ber ^urc^f^nittöcurvc bei f rummen Obetjaibe mit einet iSbene, 
n>el(be in einem befümmten ^bftonbe mit einet bet (Soorbinatcnebenen 
|»nraaet Unft. iginige ©eifriete mo<|cn Med erläutern. 
1 4ld ift S. 33. bie ©leic^mig einet Äugcl 

+ 3^' + = . (1) 

fetfen wit 

« = « ' . (2) 

fo et^alten wit ^ 

M ^leic^ung bet ^ui(t»i4^nittdctttDe bet ^ngel mit einet CSbene, tveCcbe 
^atana bet @bene bet yz um bie i^nge a t>on il^t aBftel^t. ^iefe mti* 

c^ungC3)ift aber bie (^Ieid)uiu] ciueöÄreifeö, beffcu yiabiuö ift V — a« 
3e größer alfö a wirb, b. ^. je weiter ji* bie fc^^neibenbe Qbene oom 
SPl tttelpunft bet Ättuet entfetnt, befto «einet »itb bet Jhei^balbmeffet 
Yn^ — «»; et »itb ötei(^ 0 für « = Ä unb imoginor für « > Ä. 

. (Sbenfo finbet man, brt§ ber 3)ur(6fcbni tt einer ^ugel mit einer (Sbene, 
meiere ber ^ktwi bet ober bet (äbene bet )>ataM Unft, flet« 
ein jhreid ifl. 

Ilm ben SSetlanf einet ftnmmen Oberfläche itbctfeljcu, ift e9 
fe^r §mecfmä§ig, (le burcb eine JKeibe üon Ebenen burctjfcj^nitten beuten, 
iDelc^e ben (lai^rbinateuebeiieu parallel laufen, unb fnt jebe biefet £Dntfb' 
fif^nitt^ebenen bie @e|laU bet £)ntfbf<bnitt0cttt«e gn etmittetn. 

II. 2)ie ®leid)uuö eineö geiaben Äegeld, beffen Site mit bet 8tte 
bet ^ gufammenfäUt, ift 

7» 
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{z — c)« = -|- t/2) c2 (4) 

T>n§ bcr 5)Mr4>f4'»itt bicfcd Äc(^e!ö mit (Ebenen, mcld»c bcr (Sbciif 
ber .TV parallel laufen, fletd ein .^reid fein mnp, la§t letd)t vcrnwö- 
fe^en unb nac^ivctfen, wenn man in (^leid)unfl (4) z = y fe^t. 

$)tf @letd)unfl einer ©benc, welche parallel fanft mit ber @bcne 
» bcr az, ifl 

y = ß (5) 

(Sembintren wir ©Icic^ung (4) mit ©leicbuufl (5), b. 1^. fcfeeu wir 
in ®leid)un9 (4) y = ß, \o fommt 

r'^(z — c)2 = .T^c^ -f ßic^ 6) 



Sift. 85. 




unb bemnac^ rcbucirt fic^ bic ©leicfcnnq (8) auf 

•25/^ .r2 _ ^2 _ 25/^^ 



alö ©leicbung bcr T^urd)fc^nittdCMr\)e 
ber befagten @bcnc mit bcm Äcgel. 
Um bicfc ©lcic^un(;i auf eine ein^ 
fadicrc J^orm ^u bringen, wofleu wir 
bcn ^lufaußijpnnft ber ^oorbinaten 
»erlegen, unb jwar wollen wir i^n 
in bie .^öl;e ber €pi^e bc3 .^egeld 
legen, ihn alfo um bie ^dnge c ^in? 
auffdMcbcu, waä baburc^ g«f«^icH ^fl§ 
wir in ©Icirfjung (6) z an bie ©teile 
\)i?n z — c fe^n. ©5 fommt ald- 
bann 

r^z^ = x^c'^ -|- /32c2 

welc^cö offenbar bic ®lei(^ung einer 
J^ppcrbel ift, bereu ^auptare in bie 
9«id)tung bcr 2(re ber z faUt. 

@ö fei g. r = 2"^, c — 

(^ung (7) 

25 j;2 _ 4^2 ^ _ 25 ^j^) 

©cfeen wir in biefcr ^feid)ung .r = 0, 
fo ergicbt ^^ = '''ii, ^=^2 «l'^ 
$öcrtb bcr .g>aupta rc ber .^»pcrbcl 
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Mjütaud man erficht, baj bic lUcbeiiavc Cn fraflUc^cn ^-)i;pcrbcl fjleicb 1 
ifl. 85 ficnt ben ^egel faiuuit ber 2)ui:(^f(^>HitWcur»€ füt bic aöerH^c 
r = 2«», c = 5«=» uitt |Sf =r 1«» bar. 

III. ^Ui^ttit^ ber ^uic^fd^itittdcum bed Umbtcl^uu^denipfoibd 



mit bet (§beue 

y = (10) 

wellte bet (Sbenc ber or^ parallel läuft, cr^iebt fic^, mentt mott in i^ku 
^d^ttttg (dXß fut y fubflUuict; fommt aldbanit 

4- = — (11) 



»ad offeitbat bie €^lci4ttn() einer (^flipfe ift, beren gro^e ^xe gleich ift 
lua^tenb bie Httnc Sl);e ber (Saipfe ifl 

8«i bai Oiiiipipio^ ivcld^e^ gig. 80 bargefteUt ift, i)a\)m »ir .1 = 3*=% 
B =: 2<''f. SDenu nun bie mit bet (S;bene ber «z pataM laufenbe 
f^ncibenbe (Sbene itnt t>on ber Umbrel^itn^dare bed (Silipfoibd tnU 

alfo ß — 2««» ift, fo ermatten wir für bic beiden ;^Ucu Oci X'Ui4^* 

f<|>ttittöeflipfe V"ö uub Vs /ö. 

IV. a^an fofi bie @^eflaU ber (Sttrt)eit ermitieltt, in welken bad Um# 

bre^^unö3^Vperboto^b 

.l'^.-2 — 4- t/2) = — A^B^ (12) 

((lebe Sig. 82 |. 48) buccb eine mit ber (Sbeue ber 4;.? |>araIleUti @bene 

y = ß (18) 

gcfd^ttitteti »irb. @ebt man in ^leic^ung (12) y z= ß, \o fommt für 
bie gefu(f^te ^leic^uug ber ^ur(l^)(^uitt^cur))e 

A^z^ — B^a'i = — i^H^* — /J'') (14) 

gur ß<iA jtent biefe ©leic^ung eine .CM)perbel bat, beren ^anptar« in 
bie n^icfctunQ ber 5?lre ber fällt, gür bie J£)aui)taAe biefer ^VP^^^^^^I 



ergiebt fli^ ber Sertl^ 

VA^ ^ (15) 

für bie 5kbcuaj;c aber 

I Vä^ - (10) 



%ikx ß = A rebttcirt fi(^ bie a^lei^ung (14) auf 
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(17) 



^tefc (Mlctcbuug ftellt ein ©pflem ^mkx y^ciabcu ^iuitu ^ar, mcldjc mit 
ber ^xe bcr einen Sinfel uiacl^en, bcjfen ttigonomeuijc^e Tangente 

für bie eine + ^ / t""^ anbcre aber — ^ 5)er SGÖinfcl bei bei* 

bett (^eraben Linien wirb bittd^ bie $fjcc bet x ^<i(bitt 

Tsui ß ^ A wirb bad @(icb auf ber redeten Scttc bes ^(ei(ftbeitö^ 
5ci(t)cu{^ in (^leic^ung (14) )>opHo. ^enbein toir in @lei(^ung (14) 
attc ^or§ei(^n, fo fomnit 

etnc ©leichim^, n)ctd»e, fo lait^e ß > .1, eine J^pperbel barftetlt, hren 
«^auvtace mU bet ^jre ber ^ iutammenfäUi. 5Die ^au^tare biefer «i^^i* 
petbel i|l 

bie 9Zebenajrc aber 



(19) 



(80) 



Stud ber ^eirac^tung ber Ufenweri^e bei (15) unb (16), fo wie 
bcf bei (10) itnb (20) crgübt baf bie Slf^m^ien fammtlic^er 

Öift- 8G. , 




^¥(|f(bnittdb9l><rbeltt benfelben Sinfei mit ber ber x iiio<|eti, 

ndmli(t^ einen Fintel, be||en trigonometrifc^e Tangente gleicb ^ i% 
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B = 0,8*5", alfo 0,533 btc trigonomctrifcfec J^angcnte, welche bic ^fpm? 
ptotcu fämmtitcfcer iD«r0f(^ntttäb»pcrbeIn mit bet ?(re bet x macbcn. 
3u giß. 86 ift Afilf' unb iViV' baö beu iüert^en ^ = 1,5 unb B = ^,^ 
eitif|»fe((^enbe 9lf9iii)>toteitf9flem. 2)ief( bdUit Linien fteOm )ttftleii^ btn 
^ttf(^f<^ii<lt be« ^i^erbototbd mit einet Gbene hat, mi^ iKifallel mit 
bct Umbre^ung^Jare um 1,5«"» »on berfelbcn entfernt ifh 

Die $9perbel ITOF* entftjri^t bcm ©eitbe /5 = 

wä^^wnb bie ^p^erbel ÖZfJ, G'H*J' bcm ©ert^e /3 == 2^°^ entfprici^t; 
fikt bie elftere iß bie 4aii)>t<ife 1^2«», bie ^lebenone 0^97«»; fikt bie 
^^^\ GHJt CHBJ^ if} bie ^aiiptwe 1,32<^^ bie SÜebenoit aber 2,475«». 

Die Kegelschnitte. SDlit bcm 9kmen bcr ^egclfct>uitte hu 51 
}ei(|ittet man bie iDnrcbfc^nittdcurven eined (geraben) ftegeid ()»on Ireii)« 
fi^rmigetlBafiO unb irgenb einer ebenen gldi^. 3n ben folgenben Beiden 

feilen btc (^(et(^ungen bicfcr (5ur»en entwidelt werben. 

%. 44 tft 

(^2 _^ ,.2 =: r2 ~ f)^ ' (1) 

bie (^let(^ung eincd gernbcn $:t^tH t)on fretöförmiger ^afid. 

3n Sid- ^7 ift ber a)nr<|»f(btiitt bief^« ITegel» mit ber iSbene ber 

xz bargeftellt. 0 ifl ber 
8lnfan0^3punft bei (Soorbi* 
mk\i\ OB = OD = r 
ift bcr ^abiud bee ^eitttei« 
fed; CO =^0 ift bie .^e^e 
ber j^cgelfpibe ilber ber (Sbene 
bed Scitfrcifcd, meiere 
gUi(b Sur (§bene ber 
genommen ijt. 

IDor ^gel foil nun oon 
einer (Sbene bunbf^nitten 
werben, bie wir biuc^ 
ben $un!t B ge^enb unb 
auf ber <Sbeiie ber tt^u 
winfelig flel^enb annel^men 
wollen; biefedbene fi^neibet 
bic ©benc bcr in einer 
geiaben ^inie MN. 
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ttm ble®!ei(!^iiii^ i>f¥^m gu fiubcit, in «xlc^ctbk Uipt^dttntfSbtm 

Wf 5^(^clpbfrf!n(hc fdntdbft, ift ciJ ^wccfmajaij, liuc luiuofLnination 
ßoorbinaUu in bcr ^itkifc t>0(^utu^meu^ ba§ btc fd>m'ibcnbc (5beuc fclbft 
gtt einer ^ooibinatenebenc tt>icb. 92e^»cn n»ie bcii ^unft 2^, 67, 
gum Unfai^i^punft bet neuen (Soorbtnftten, bie tote mit r,, i) itnb f le« 
^cutucii »uollcii. — MN fei tic lUit; tci f; 6' 7', iu tci altcu C^benc 
bcr A'^ re(i)ta>iufeUi3 auf Mlsl Ucgcub, fei bie Slxe ber f uub bie iu 
rec^hoineeli^ auf ifiV unb ^T flel^be ^nie fei bie SUe ber 9. — 
^ie Hie bet 1) if> (iffo bet 2itt bet 5^ ))ar(iQel 

:ik-3ddiiuu iuu mit .r, 7 unb ? btc Üui>ibuiat*;M itgnib ciiic^^ '^Punf^ 
te5, t>c5c^cn auf baß erfic ^iACUi>fkui; mit r, i) ujib f bie ßücrbiiiaUn 
beffdben ^unlted, begoßen auf bad neue ©vficm, fo finbeu gmifct^eu ben 
alten unb ben neuen (Soorbinateu folgenbe Regierungen |lath 

V = n (a) 

ba ia bie Q^bcnc ber mit bec i^beue ber r) gufauimenfaftt Seruet 
aber ift, analog ben ^(eicf^ungen (4) iu 24 

= r + \ .dn.u -|- t eoB,u ...... (L) 

z — j c'o6\ — r dn, u (c) 

ivenn man mit n ben $Bin!el begei(^uet, iiH-lc^en bie ^Ijce bcr i mit ber 
9(jce ber a ma^t ^bftititlft man in &iti4^m^ (1) ftir y unb z 
ifftt ffiertl^e Ui (b), (a) unb (c), fo fommt 

'M^i (3k\ä)nn^ bc^ ^egeU, belogen auf baö gtocitc ^xcufpftcnt; für 
we^ed bie <B\ti^m^ ber f(|^neibenben (Sbeue (ber <Sbene ber r«) iß 

1 = 0 (3) 

dLnubiiiut mau bie (j^-Mcid uuijcn (2) unb (ß), fo erhält man für 
bie (^leid^unQ bcr 5Dut4^}cl)ntttdcun)e 

[^2 -|1 (r -j^ c«w.ii)3] c2 = 1-2 (tf 4- f«m.fi)« ... (4) 

S)a bicfe ©Ici^ung in Rcgtc^nuß auf t unb 9 i»om smeiten €>rabe 
ift, fü cificl)t man of^nc SÖcitcrcd, ta\; bcr ^urd^fc^nitt bciJ ÄiegctS mit 
einer (&bcnc cntmeber eine iSUipfe ober eine $arabel ober eine 
|>erbel fein mug. 

Ilm Keffer Aberfc^en fdnnen, mit »e(i|er biefet brei @urt>en man 
in beftimnUcii mWtn tl;un tjat, wollen wir mit ©Icidnuiö C^) iiod) 
einige Umtvanbluugcu vorneI)mcn. ^e(^cu wir ben Slbpanb CB = b\ 
besei^nen mir ben Sinfet BCO, mX^n bie ^eneratrir mit ber Hjrc 
bed itegeU mac^t, mit v, fo iß 
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^ui4>f4^uciouni) frumuiev iDbtijlä4>in mit ebfnen g(a4)tu. 105 

r — b . »in. v 
c = b . COS. V 

mt> biefe Sßert^c füt r e in ^Ui^rn^ (4) ^cfc^r, gicbl 
' + (b sin, » + f CO«. m)8] cos, = {b cos. v-\-t sm, uy sm, 

(Sntwitfclt mau i:ic[c ®lei(^uui], foiiimt ' 
92 CQ8, i;2 -j- (CO«, w'^ Ca«, — ^^/j, t^a ysj 

-|- 2 6f «tn.9.co«.v (co«.t« — m. u «n. ü) c=: 0 

ober 

H^m. 0' -|- (cos. u 009,9 — sin,udn,ti) (cos,ueos, v sin^uwKv) 
bf.29m,v.eo9,n .co8,(u -{' V') 0 

|>2 CO«. »2 _|- f 5 COS. (U ü) COÄ. {u — V) -\- bx StU. 2 V COS. (u -f- v) =S 0 (5) 

^^i^mt man mit t ben äBiitfcl MBC, u)€l<4ett bie fc^neibenbe 
(Sbene mit ber J^egeUante OB ma^t, fo tf), nyir (eii^t and bet gtg. 87 
IVL erfe^en ift, 

alfo 

tt 4- ü = 90« — t 

<?o*. (w -|- t?J = «m.i 

unb feinet 

w — 0 = ÖO« — » — 2v, 
atfo • 

C08. {u — ?') = sin, (» -|- 2 v). 

^ubßituitt man bUfe ^Cft^c bon cos, (u -f* ^) «^^^ — v) 
in ^Iciii^nnQ (5), fo fommt 

ij2 C05. r2 x2 i (j^ 2 17) 4- ''' * 2 ü . sin. t = 0 . (6) 

ober einer ^pptxUl, \t na^bem 

1. ... t < 180» — 2v 

ober 

2. ... t = 1800 — 2« , 

ober 

3. ... t> 180« — 2». 

fo fauH mau fefecn: i=180 — 2v — t, alfü i + 2v = 180 ~ t unb 

(t -|- 2 t;) = ^n.^. ^auac^ ge^t ^Ui(()un0 (6) über in 

^^oo8,v^ r'm.t «tn.^ -|- 6r MR.i ^2o — 0. 

<Scbt man in biefcr ^leic^uitg 

„ bsm.2v 

f = iC — Q . , 

2 5171.^ 



Digitized by Gov.*v.i^ 



106 X)ur4^fci^ncit)ung frummrr Dbcrfläc^cn mit ebenen ^läc^en; 



ititb 



fo ge^t fic ühit in 



9 = i; 



88. 



62 («Vi.r)« 




B[i9. 89. 



X X 




welc^ed offenbar bte ^Uicbung einer (SlUpfe ifl; benn fefeen wir 

N,A^ :=i (cos.vy 
N,B^ = «n.t sin.t 

b^(jsin. vy sin.t 



fo tx^ithi lieb 



^ 4 (.nn.ty . {cos. ?;)- 



^ii^ibirt mau mit biejem ^ertb von N jebed ^Ueb ber (^Uicbutig (7), 
fo (^e^t biefetbe übtt in 

4 (sin. ty 4\ sin. t . (cos. t;)2 *~ 4 . 4 . (sin. ty (cos. vy ^ ^ 
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t)ur4^f4meiOunä frummcr Oberpcj^en mit ebenen Jläcfien. 107 



wir ^abcn alfo mit einer (Slli^jfc su t^un, für welt^c 

b . «w. V 



A == 




unb 



3»eiter %ail OBenn Sinfet 
Jf j5C affo t = 180 — 2v i% wie 

in gig. 89, fo ift bie burc^ i^eleQtc 
@(|>nittfla(^e mit bcr gegcnüberlie^ 
0enben ^egelfante gig. 87^ 

pataQcI, ober mU anberen Korten, 
bie fc^iieibcnbe (§bene meiert mit bcr 
^t^daxt einen 2Binfel, ivclc^er glcicj 
v> (lifo gleich bem Stnfel ift, ioeI4^en 
bie Q^tntxaUit mit ber $ljre ma<^t. 

biefen isall ift i + 2t' = 180», 
alfü 67//. (^i -(- ^^'O = 0; banac^ rebn* 
cirt fi<t» bie (^teic^ung (6) auf 

-f . (9) 



008, 



^ie @lei(|»ttng einet Parabel, 
loel^e t>on P ait« na(( bet ne^ 

gati»en ^eite bet r ^in erftredt. 

SDrittcr gall. gür 
i > 180 — 2v 
^infel C^i/, gig. 90, gvefer a(« 
180 — 2 1>) fdnnen wir 

f = 180 — 2i; + < 
feben. 8(Ubann wirb 

t + 2o=s 18004.« 

unb 

«tfi. (i + 2 v) = — nn. <• 
^nbfHiiiirt man in ®Ui^m(\ (H) 
ben Sert^ —8mA für (i -f- 2i?), fo ^elongt man na^ ^nid^f 
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108 'S)ur(|ifc()nettun9 frumtner £)E'rrflä(bcn mit rienen 

fü^nntg al^nlic^er UrnttMuMungcn, mt fie im crtcn gaUc «orocnottnitai 

würben, ^ti bet @lcid;ung 

melc^eS bie ^Uic^ung einer ^'^i^pcrbel ift, bereu ^jreu finb 

* 

. b sin. V 

A = 

„ o . «n. ü V «n.t 

2 . cw. V V sifi. t 

Sil biefem gade hifft bie fc^neibcnbe gidcf^e nic^t bloft ben ttiiteren 
Xf^til 6ed ^egeld, foiibern auc( feine äber bie @))t|^ 6* l^inaudgel^enbe 

^crläu^cnui^ bcffclbcu, wie rncm ouö gig. iiO eifiel^t, fü baß »wu eine 
6ur\)c »un imi getrennten ß^^^igen erhalt. 

ifit beim ber i^eweid geful^it, ba| bec ^ttT4^f<|^mtt eined ^eeetd 
unb einet ebenen glA^e, {e na<^ ber ^age ber f(^neibenben @bene entoeber 

eine (5Uipfc, ober eine ^4>arabel ober eine .i^» per bei ift, weö^nlb 
benn auc^ biefe brei <§un>eu uutei beut gemeinfc^aftUci^en ^tarnen bee 
J^egelf(|^ttitte pfammengefagt wucben. 
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